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Introdução 

É bem conhecido o algoritmo que fornece representação de um número inteiro numa base não decimal de numeração. Em informática é comum representarmos um inteiro na base binária ou na hexadecimal. Representar números inteiros em bases de numeração diferentes da decimal pode ajudar a resolver problemas, fornecer técnicas operatórias (como a técnica camponesa de multiplicação, veja Revista do Professor de Matemática nº8, p.43) ou originar truques com números.

Tenho uma calculadora HP20S que num apertar de teclas converte números na base decimal para os sistemas binário, octal e hexadecimal. Mas a conversão só é feita com a parte inteira dos números, a parte fracionária é ignorada. A pergunta que surge naturalmente é: como representar um número racional não inteiro em uma base de numeração diferente da decimal? Veremos através de exemplos e de duas proposições como isso pode ser feito.

Duas proposições

Vamos escrever (a1a2 ... an)b para denotar o número a1bn‑1 + a2bn‑2 + ... + anb0 onde para cada i vale 0 ( ai < b, ai ( Z. Escreveremos (a1a2 ... an , an+1an+2  ... )b para denotar o número real r = (aibn-i onde cada inteiro ai satisfaz 0 ( ai < b. O seguinte número racional “periódico”:
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será denotado por 
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 onde cada inteiro ai satisfaz 0 ( ai < b.
Proposição 1: Seja P = (a1 a2 ... an , an+1 an+2 ... )b e Q = bm = (1 0 0 ... 0)b (m zeros). Suponha que  n > m. Então:

P/Q = ( a1 a2 ... a​n-m , a n-m+1 an-m+2 ... an ... )b
Note que podemos sempre supor n > m, isto é, podemos supor que existem mais de m algarismos à esquerda da vírgula na representação de P na base b. Se isso não fosse verdade, bastaria acrescentar um número suficiente de zeros à esquerda na representação de P na base b. O que a proposição acima diz é que se temos que dividir um número escrito na base n por (10)n, (100)n, (1000)n,... simplesmente deslocamos a vírgula para a esquerda tantas casas quantos forem os zeros do divisor. Por exemplo: (15)7/(1000)7 = (0015,0)7/(1000)7 = (0,015)7.

Proposição 2: Sejam (p1p2 ... pn)b = P < Q = (q1q2 ... qn)b, números naturais  representados na base b. Se (i, qi = b – 1, isto é, se Q = bn – 1, então vale
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Alguns exemplos dessa proposição, para b = 10 são:
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Para b = 2 temos os seguintes exemplos:
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É fácil demonstrar as proposições 1 e 2. 

Para representar outros números racionais numa base não decimal de numeração será útil conhecer da função ( de Euler, que passaremos a estudar agora.

A função (
A função ( : N (N de Euler é definida do seguinte modo: ((n) = #{m : 1 ( m ( n e mdc(m, n) = 1}. Se n = a(b(...l( é a decomposição de n em fatores primos pode ser demonstrado que ((n) = n(1-1/a)(1-1/b)...(1-1/l). Por exemplo: ((360) = ((23325) = 360(1 – ½)(1 – 1/3)(1 – 1/5) = 96. É fácil ver que p é primo se e só se ((p) = p – 1.

Teorema de Euler, ordem e raízes primitivas

Um teorema de Euler diz que se a e b são inteiros positivos e  mdc(a, b) = 1 então a((b) ( 1 mod b, isto é, b divide a((b) – 1. No entanto, se mdc(a, b) = 1, n = ((b) não é necessariamente o menor inteiro positivo para o qual an ( 1 mod b. Tome por exemplo a = 3 e b = 13. Como mdc(13, 3) = 1, vale 3((13) ( 1 mod 13 (Euler), isto é, 312 ( 1 mod 13. Mas também temos 33 ( 1 mod 13. 

Se mdc(a, b) = 1, chama-se ordem de a módulo b o menor inteiro positivo n satisfazendo an ( 1 mod b. Assim, a ordem de 3 módulo 13 é 3, a ordem de 2 módulo 9 é 6, etc... Só faz sentido falar na ordem de a módulo b quando mdc(a, b) = 1, pois se mdc(a, b) ( 1 não existe nenhum inteiro positivo n tal que an ( 1 mod b.

Pode ser provado que se n é o menor inteiro positivo satisfazendo an  ( 1 mod b (isto é, se n é a ordem de a módulo b), então n | ((b). Esse fato será usado mais adiante. 

Dizemos que a é raiz primitiva módulo b quando ((b) é igual à ordem de a módulo b. Isto é, a é raiz primitiva módulo b quando n = ((b) é o menor inteiro positivo para o qual an ( 1 mod b. Por exemplo, 3 é raiz primitiva módulo 7, pois a ordem de 3 módulo 7 é ((7) = 6.

Outros exemplos

Considere o problema de representar 5/7 na base 3.
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Uma etapa que pode apresentar dificuldade é determinar o menor inteiro positivo x satisfazendo 7 | 3x – 1. Isso pode ser feito por tentativa e erro. Basta verificar a divisibilidade de 3x – 1 por 7 para x = 1, 2, 3, ... Outro modo de encontrar o menor número natural x para o qual 7 | 3x – 1 é notar que x é a ordem de 3 módulo 7. Logo, x divide ((7) = 6 e os possíveis valores de x são 1, 2, 3 e 6.  Se já sabemos que 7 não divide 3x – 1 para x = 1, 2, 3, necessariamente será x = 6.

Mais exemplos

Representar 16/117 na base 3
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Quando todos os números primos que dividem o denominador B de uma fração A/B dividem também um inteiro n, podemos expressar A/B na base n com certa facilidade. Nesse caso a representação de A/B na base n será não periódica. Veja, por exemplo, a representação de 100/27 na base 12.
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Passar 133/157 para a base 12 (os símbolos t, e representarão o dez e o onze na nossa notação).
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Passar 1/68 para a base 16. Nesse caso os “algarismos” são 0, 1, 2, 3, ..., 9, A, B, C, D, E, F, onde os 6 últimos valem 10, 11, 12, 13, 14, 15 respectivamente.
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	Convertendo números racionais para bases não decimais de numeração: algoritmo e exemplos

	Passo 1: dado um número racional positivo R iniciamos com sua representação em forma de fração irredutível A/B onde A e B são representados por números naturais na base 10.

	Exemplo geral
	Representar na base 5
	Representar na base 6
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	Passo 2: escrevemos a fração A/B como soma de um inteiro não negativo e  um número racional N/B com N inteiro positivo e N < B. De outro modo: escrevemos a fração A/B do passo 1 como soma de sua parte inteira I e sua parte fracionaria N/B.
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	Passo 3: seja b a base de numeração na qual desejamos escrever o número racional R. Determinamos inteiros positivos C, D tais que B = CD e mdc(b, D) = 1. Escrevemos N/B como produto de 1/C por N/D.
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	Passo 4: multiplicamos N e C pelo menor inteiro positivo k tal que Ck seja uma potência inteira de b.

	
[image: image22.wmf]C

b

k

D

Nk

b

I

R

m

m

=

´

+

=

1


	
[image: image23.wmf]1

781

2367

5

1

7

2

=

´

+

=

k

R


	
[image: image24.wmf]4

1333

32846476

6

1

2

7

=

´

+

=

k

R



	Passo 5: se  D = 1 pulamos o passo 6 vamos direto para o passo 7; senão, escrevemos a fração Nk/D como  J + U/D  onde J é a parte inteira de Nk/D.
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	Passo 6: determinamos o menor inteiro positivo x, tal que bx ( 1 mod D. Um meio de fazer isso é observar que como b((D) ( 1 mod D (Euler) então x | ((D). Daí fatoramos ((D) e procuramos entre seus divisores o inteiro x. O inteiro x é chamado de ordem de b módulo D. Então reescrevemos a fração U/D como MU/MD, onde MD = bx – 1 e M = (bx ( 1)/D é inteiro. Lembre que mdc(b, D) = 1 (passo 3).
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	Passo 7: Reescrevemos toda expressão substituindo os inteiros escritos na base 10 por inteiros escritos na nova base.  
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	Passo 8: Desenvolvemos a expressão obtida, usando as proposições 1 e 2 e uma notação adequada.
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