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TENTANDO  DEMONSTRAR  QUE  O ÚLTIMO TEOREMA DE  FERMAT NÃO 
TEM SOLUÇÃO EM INTEIROS  SE X OU Y FOR UM PRIMO ÍMPAR
          




                        Sebastião Vieira do Nascimento (Sebá)

                                                                        E-mail: se.ba@uol.com.br
O enunciado do Último Teorema de Fermat é: a equação xn + yn = zn não tem solução em inteiros para 
n > 2.
Tentaremos demonstrar que se x ou y for um primo ímpar a equação de Fermat não tem solução em inteiros

Teorema (Sebá 1). Se x ou y for um primo ímpar a equação 
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 só tem uma solução em inteiros.

Demonstração:
Se 
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 (1), então,  
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. Uma vez que x, y e z têm que ser inteiros, logo, 
z – y são os divisores positivos de x2. Já que x é um primo ímpar, logo, os divisores positivos de x2 são: x2, x e 1.

Se z – y = x2, então, z + y = 1
Se z – y = x, então, z + y = x 

Se z – y = 1, então, z + y = x2.

Temos três sistemas de equações:

               1º  z – y = x2       2º)  z – y = x    3º)  z – y = 1
        z + y = 1              z + y = x           z + y = x2
Dos três sistemas acima, somente o 3º é compatível (tem solução em inteiros).

O 1º sistema é incompatível (não tem solução em inteiros), haja vista que se a diferença entre os  dois inteiros é igual a x2 (x sendo um primo ímpar), a soma desses dois inteiros  não pode ser igual à unidade.  

O 2º sistema também é incompatível, uma vez que se a diferença entre dois inteiros é igual a x (x sendo um primo ímpar), a soma desses dois inteiros não pode ser igual a x.

Se encontrarmos valores inteiros e positivos  para x, y e z que satisfaçam, simultanemaente, as duas equações do 3° sistema, então, os valores de x, y e z também satisfazem a (1). 
Resolvendo o 3º sistema,  obtém-se:  
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 e  y = z – 1.  

Como x é um primo ímpar, logo, se escolhermos, por exemplo, x = 3, obtém-se: z = 5 e y = 4.

Substituindo os valores de x, y e z na duas equações do 3º sistema, obtém-se:

z – y = 1
z + y = x2 

5 – 4 = 1         5 + 4 = 32 
      1 = 1               9 = 9
Como os valores de x, y e z satisfazem, simultaneamente, as duas equações do 3º sistema, logo, esses valores também satisfazem a (1). Substituindo os valores de x, y e z na (1), obtém-se:

x2 + y2 = z2 

32 + 42 = 52 

       25 = 25  (f.a.d.)

Se  z2 – x2 = y2, chega-se ao mesmo resultado se y for um primo ímpar.
Teorema (Sebá 2). Se x ou y for um primo ímpar, a equação 
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 não tem  solução em inteiros.

Demonstração:

Vamos resolver a equação x4 + y4 = z4 usando o mesmo raciocínio que se usou para obter solução em inteiros para a equação 
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Se 
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, então, 
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. Uma vez que x, y e z têm que ser inteiros, logo, z2 – y2 são os divisores positivos de x4. Já que x é um primo ímpar, logo, os divisores positivos de x4 são: x4, x3, x2, x e 1. 

Se z2 – y2 = x4, então, z2 + y2 = 1

Se z2 – y2 = x3, então, z2 + y2 = x

Se z2 – y2 = x2, então, z2 + y2 = x2
Se z2 – y2 = x, então, z2 + y2 = x3
Se z2 – y2 = 1, então, z2 + y2 = x4 

Temos cinco sistemas de equações:

1°)  z2 – y2 = x4      2º) z2 – y2 = x3     3º)  z2 – y2 = x2        4º) z2 – y2 = x        5º) z2 – y2 = 1 

       z2 + y2 = 1             z2 + y2 = x            z2 + y2 = x2            z2 + y2 = x3            z2 + y2 = x4
O 1º sistema é incompatível (não tem solução em inteiros), haja vista que se a diferença entre os quadrados de dois inteiros é igual a x4 (x sendo um primo ímpar), a soma dos quadrados desses dois inteiros  não pode ser igual à unidade.  

O 2º sistema também é incompatível, um vez que se a diferença entre os quadrados de dois inteiros é igual a x3 (x sendo um primo ímpar), a soma dos quadrados desses dois inteiros não pode ser igual a x.

O 3º sistema também é incompatível, visto que se a diferença entre os quadrados de dois inteiros é igual a x2 a soma dos quadrados desses dois inteiros não pode ser igual a x2.

Resolvendo a 1ª equação do 4º sistema, obtém-se:  
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Uma vez que x, y e z têm que ser inteiros, logo,  z – y são os divisores positivos de x. Já que x é um primo ímpar, logo, os divisores positivos de x são: x e 1.

Se z – y = x, então, z + y = 1
Se z – y = 1, então, z + y = x.

Temos dois sistemas de equações:

a) z – y = x

b) z – y = 1

     z + y = 1                      z + y = x

O sistema (a) é incompatível (não tem solução em inteiros), haja vista que se a diferença entre   dois inteiros é igual a x >1 a soma desses dois inteiros  não pode ser igual à unidade.  

O sistema (b) também é incompatível, um vez que se z > x, então, z + y > x. Portanto, o 4º sistema é incompatível.
Resolvendo a 1ª equação do 5º sistema, obtém-se:  
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Uma vez que y e z têm que ser inteiros, logo,  z – y  só pode ser igual à unidade. 
Se z – y = 1, então, z + y = 1 (incompatível). O 5º sistema também é incompatível. 

Como nenhum dos cinco sistemas de equações é compatível, logo, x4 + y4 = z4 não tem solução em inteiros, se x ou y for um primo ímpar (f.a.d.).  

Teorema (Sebá 3). Se x ou y for um primo ímpar, a equação x3 + y3 = z3 não tem  solução em inteiros.

Demonstração:

Vamos resolver a equação x3 + y3 = z3 usando o mesmo raciocínio que se usou para obter solução em inteiros para (2). 
Se x3 + y3 = z3   (3), então, z3 – y3 = (z – y)(z2 + zy + y2) ou 
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. Uma vez que x, y e z têm que ser inteiros, logo, z – y são os divisores positivos de x3. Já que x é um primo ímpar, logo, os divisores positivos de x3 são: x3, x2, x e 1. 

Se z – y = x3, então,  z2 +zy + y2 = 1

Se z – y = x2, então, z2 + zy + y2 = x
Se z – y = x, então,  z2 + zy + y2 = x2 
Se z – y = 1, então,  z2 + zy + y2 = x3
Temos quatro sistemas de equações:

1º) z – y = x3                  3º) z – y = x 

     z2 +zy + y2 = 1               z2 + zy + y2 = x2
2º) z – y = x2                  4º) z – y = 1
     z2 + zy + y2 = x ,           z2 + zy + y2 = x3
Como z > x, logo, os três primeiros sistemas são incompatíveis. O 4º sistema também é incompatível, haja vista que se a segunda equação do 4º sistema fosse x2 + y2 = z3 teria solução em inteiros: x = y = z = 2 ou x = 10, y = z = 5. Mesmo se a segunda equação do 4º sistema fosse x2 + zy + y2 = z3 não teria solução em inteiros. Mas uma vez que  a segunda  equação do 4º sistema é z2 + zy + y2 = x3 e, além disso, z > x, logo, o 4º sistema também é incompatível.
Já que a  (3) não tem solução em inteiros se x ou y for um  primo ímpar, então, a equação de Fermat não tem solução em inteiros para nenhum expoente ímpar (não-primo) maior que 2, se x ou y for um primo ímpar (f.a.d.) 

Se z3 – x3 = y3, chega-se ao mesmo resultado se y for um primo ímpar.

Teorema (Sebá 4). Se p > 3 for um primo ímpar, então, a equação xp + yp = zp não tem solução em inteiros  se x ou y for um primo ímpar.
Demonstração
Seja p = 5

Se x5 + y5 = z5  (4), então,  (z – y)(z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4) ou 
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Uma vez que x, y e z têm que ser inteiros, logo, z – y são os divisores positivos de x5. Já que x é um primo ímpar, logo, os divisores positivos de x5 são: x5, x4, x3, x2, x e 1. 

Se z – y = x5, então,  z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = 1
Se z – y = x4, então, z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x
Se z – y = x3, então,  z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x2   
Se z – y = x2, então,  z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x3
Se Se z – y = x2, então,  z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x3
Se z – y = 1, então, z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x5
Temos seis sistemas de equações:

1º)  z – y = x5 



     4º) z – y = x2, 
     z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = 1                 z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x3
2º) z – y = x4



      5º) z – y = x2
    z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x                   z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x3
3º) z – y = x3



      6º) z – y = 1
    z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x2                  z4 + z3y + z2y2 + zy3 + y4 = x5
Como z > x, os cinco primeiros sistemas são incompatíveis.O 6º sistema também é incompatível, haja vista que se a segunda equação do 6º sistema fosse x4 + y4 = z5 teria solução em inteiros: x = y = z = 2 ou x = 34, y = z = 17. Mesmo se a segunda equação do 6º sistema fosse x4 + z3y + z2y2 + y4 = z5 não teria solução em inteiros. Mas como a segunda  equação do 6º sistema é x4 + z3y + z2y2 + y4 = z5 e, além disso, z > x, logo, o 6º sistema também é incompatível (f.a.d).
Se z5 – x5 = y5, chega-se ao mesmo resultado se y for um primo ímpar.
Seja p = 7
Se x7 + y7 = z  (5), então:

(z – y)(z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6) ou 
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Uma vez que x, y e z têm que ser inteiros, logo, z – y são os divisores positivos de x7. Já que x é um primo ímpar, logo, os divisores positivos de x7 são: x7, x6, x5, x4, x3, x2, x e 1. 

Se z – y = x7, então, z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = 1
Se z – y = x6, então, z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x
Se z – y = x5, então,  z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x2   
Se z – y = x4, então,  z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x3
Se, z – y = x3, então,  z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x4
Se z – y = x2, então, z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6  = x5
Se z – y = x,  então, z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6  = x6
Se z – y = 1, então, z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x7
Temos seis sistemas de equações:

1º)  z – y = x7 



                          5º) z – y = x3
     z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = 1                  z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x4
2º) z – y = x6



                           6º) z – y = x2
     z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x                    z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6  = x5
3º) z – y = x5



                            7º) z – y = x
     z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x2                    z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6  = x6
4º) z – y = x4





     8º) z – y = 1

     z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x3
           z6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x7
Como z > x, os sete primeiros sistemas são incompatíveis.O 8º sistema também é incompatível, haja vista que se a segunda equação do 8º sistema fosse x6 + y6 = z7 teria solução em inteiros: x = y = z = 2 ou x =130 e y = z = 65. Mesmo se a segunda equação do 8º sistema fosse x6 + z5y + z4y2 + z3y3 +z2y4 + + zy5 + y6 = x7 , não teria solução em inteiros. Mas, como a segunda  equação do 8º sistema é z6 + z5y + 

+ z4y2 + z3y3 +z2y4 + zy5 + y6 = x7 e, além disso, z > x, logo, o 8º sistema também é incompatível (f.a.d)
Se z7 – x7 = y7, chega-se ao mesmo resultado se y for um primo ímpar.
CONCLUSÃO

Pelos resultados obtidos, para p = 3, 5 ou 7, chegou-se à seguinte conclusão: para n = p, x ou y um primo ímpar, sempre vamos encontrar p + 1 sistemas de equações incompatíveis.

A fim de que o último teorema de Fermat seja demonstrado, usando a matemática do século XVII, basta provar, baseando-se no raciocínio usado no presente trabalho, que a equação xp + yp = zp, não tem solução em inteiros se x ou y for um número composto.  Isso é tarefa para os matemáticos.

                                                                                  O autor é professor titular aposentado da UFCG-PB
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