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OS NÚMEROS COMPLEXOS NO ESPAÇO  3D

José Augusto Ribeiro da Silva
RESUMO

            Os Números complexos em dimensão  3D, segundo Boyer (2003) foram procurados por Hamilton por mais de dez anos.  Apesar de ter conseguido descobrir os quatérnios, a bibliografia consultada leva a crer que  a expansão dos números  complexos para o espaço de dimensão 3 não foi concluída.  Trazendo de volta o assunto, a substituição do binário trigonométrico da fórmula de Moivre, pelo ternário trigonométrico esférico (as coordenadas esféricas), gerou uma equação que pelo visto trouxe a estes  números a possibilidade de serem manuseados pelas operações aritméticas básicas.  Neste trabalho enfatiza-se especialmente à operação de multiplicação (razão pela qual Hamilton suspendeu sua investigação por falta de comutatividade) e as evidências verificativas que julgou-se necessárias ao empenho da clareza de um  intento que acredita-se ser a base de novos conceitos e novas possibilidades geométricas. 
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THE  NUMBER  COMPLEX  IN 3D

 ABSTRACT

           The complex numbers in 3D according to Boyer (2003 were searched by Hamilton for more than ten years. Tthough the quarterns the bibliography which was consulted leads one to believe that the expansion of the complex numbers to the 3D space was not concluded. Bringing the subject back the substituition of the trigonometric binary of Moivre`s formula by the sferical  ternary (the sferical coordenated) created a formula that as it is seen brought to these numbers the possibility of being dealed by the basic aritimetics process. Here a special attention is driven to the multiplying process (reason why according to trustable resources,  Hamilton cut out his investigation by comutativity lackness) and the ascertainable evidencies that were considered necessary to the interest of this intending clarity which one believes is the base of these new concepts and new geometrical possibilities.
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1  INTRODUÇÃO

            Os números complexos em 3D é o resultado de um trabalho de três anos de pesquisa, em busca de um método que permitisse a multiplicação dos números de Hamilton, na forma ternária, já que no  acervo bibliográfico consultado, não foi encontrada nenhuma formula para o produto. Consequentemente a existência destes números como um corpo numérico deve ter sido prejudicada e a motivação principal para a realização deste trabalho, é a crença de abrir novos caminhos para a geometria  e mais opções para professores, estudantes e demais profissionais de áreas afins. 

             A história tem comprovado que os colaboradores  e operários da ciência eram e pelo visto ainda são movidos pela vontade de contribuir com o conhecimento, satisfazer curiosidades e resolver problemas do dia-a-dia da sociedade além de saber que a vida prática nem sempre  espera uma comprovação  científica, pois esta não se  encontra a pronta entrega, as vezes demora séculos para chegar. Como exemplo tem-se: a constante de gravitação universal de Newton que  foi provada por Cavendish um século depois.

            Na história da matemática percebe-se uma quantidade considerável de feitos que singraram décadas e séculos servindo a humanidade em tão grandiosas e delicadas situações,  que o crivo algébrico quase que passa despercebido diante de tamanha eficácia e demonstração de  utilidade prática, seja nos afazeres de uma pequena mercearia ou numa base aeroespacial, como exemplos destes, podem ser citados como exemplos claros e inegável o cálculo diferencial de Newton e Leibniz, que só foi respaldado pela análise várias décadas depois de divulgadas e consolidadas  as suas verificações práticas, as próprias operações básicas da aritmética que depois de milênios de incontestáveis verificações numéricas diárias na vida de cada comerciante ao longo da história humana, é que sua fundamentação algébrica surgiu, e pode se dizer: quase que ontem nos postulados de  Peano para a formação dos números naturais, o postulado das paralelas de Euclides (330-275 a. C) que segundo Boyer (2003), foi demonstrado por Girolamo Saccheri (1676-1754). o ultimo teorema de Pierre de Fermat provado em 1993 (três séculos depois),   pelo matemático inglês  Andew Wiles.

              Então  pelo visto, o avanço da  matemática também se dá exatamente como  um quebra-cabeça  em que seus colaboradores e operários as vezes por prazer e as vezes  por necessidade de  resolver algum problema ligado à sua comunidade,  aos poucos vão montando e construindo a grande obra da  ciência matemática, e os números complexos como os outros assuntos científicos, surgem de situações que tomadas como problema, geram busca de soluções,  e com os números complexos não foi diferente. 

No século XVI, Cardano perguntou a si mesmo, quais seriam dois números que a soma fosse dez e o produto  fosse quarenta? A resposta foi aparecer três séculos depois, através da álgebra de Hamilton que trouxe a raiz quadrada dos números negativos. O método algébrico de Hamilton solucionou o problema de Cardano e permitiu as operações básicas aos números complexos, fazendo destes um conjunto numérico propriamente dito. 

Problema resolvido? Não. Os números complexos é um par ordenado, logo só podem ser visto geometricamente, no plano, e Hamilton não cita as razões pelas quais tentou expandi-lo de sua forma binária a+bi, para a forma ternária a+bi+cj, sabe-se que investiu mais de dez anos de pesquisa, 

neste projeto objetivo desta abordagem,  é tratar desta   expansão, trazendo de volta a questão do século XIX, que no decorrer desta pesquisa percebeu-se que  juntando as duas estruturas trigonométricas independentes possibilitariam a formação da equação que poderia quebrar a  dita barreira comutativa que congelou o primeiro projeto. Agora a tripla ordenada a+bi+cj  pode ser multiplicada. Para isto julgou-se necessário alguns exemplos numéricos escolhidos aleatoriamente 

para as verificações que podem contribuir no mínimo a priori para a  compreensão do seu    manuseio operativo.

           E  pelo visto  esta equação correspondeu às verificações submetidas  e apresentadas aqui, acredita-se que possa resistir às provas algébricas. 

             A definição das condições operativas dentro dos números complexos em 3D, leva a acreditar na abertura de um outro campo geométrico  espacial que pode ser desenvolvido a partir desta base.  

2   MATERIAIS E MÉTODOS

As coordenadas esféricas compõem-se de uma tripla ordenada trabalhadas no interior de uma esfera de raio r, as quais  permitem localizar qualquer ponto na superfície da mesma, geodesicamente usada para localizar qualquer ponto na superfície da terra. 

Segundo Lehmann (1998), as coordenadas esféricas se encontram conforme a figura 1.
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                                                                Figura 1

Do triângulo OPC, tem se s = r . senΦ, conseqüentemente dos triângulo OAP′,  OBP′, e OP′ P , tem se respectivamente:

x= r . senΦ . cosθ,   y=r . sen Φ . senθ  e  z=r . cos Φ,

 em que r é a distância da origem ao ponto P.

Segundo Boyer (1996),  o teorema de De Moivre diz que (cosθ+ isenθ)n =cos(nθ) + isen(nθ), percebeu-se que poderia haver uma expansão do espaço 2D para o espaço 3D conforme  a equação abaixo.

Z= r[ senΦ•cosθ + isenΦ•senθ +  jcosΦ  ]          (I)

Conforme a equação I, desenvolveu-se o produto para que  z1• z2 = z3. obedecendo a igualdade  z1• z2 = z2 • z1,  quepossibilitou a comutatividade:

r1•r2[ sen|Φ1+Φ2|•cos|θ1+θ2|+ isen|Φ1+Φ2|•sen|θ1+θ2|+ jcos|Φ1+Φ2|] = r2•r1[ sen|Φ2+Φ1|•cos |θ2+θ1|+ isen|Φ2+Φ1|• sen |θ2+θ1|+ jos|Φ2+Φ1|],              

para r, Φ e θ 
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 R.  

Logo o produto de Z com z 
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 C na forma ternária   foi definido por:
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       •sen|θ1+θ2+...+θn |+  jcos|Φ1+Φ2+...+Φn| ],  que se lê produtório dos zi, com i de 1 a 

       n. 

3      RESULTADOS E DISCURSÕES  

Verificação 1  (produto)

Segundo Ávila (2000) a fórmula  trigonométrica para a multiplicação dos números complexos na forma binária é z1•z2 = r1• r2 [ cos( θ1+θ2 )+isen( θ1+θ2 )], então fazendo z1=4+4i+2j, z2=2+4i+4j entende-se que para z1•z2=z3 com z 
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 C3, tem-se r1• r2[sen|Φ1+Φ2|• cos|θ1+θ2|+isen|Φ1+Φ2|• sen|θ1+θ2|+ jcos|Φ1+Φ2|] 

Tal que r =|z| com Φ e θ  argumentos de z tem se r1= 6  e r2 = 6. 

Usando os recursos trigonométricos  chegou-se a:  θ1=45o 

 θ2=63,434949o,   Φ1= 70,528779o  e   Φ2= 48,189685o .

Fazendo as devidas substituições tem-se: 

z3 = 6•6[sen|70,528779o +48,189685o |• cos|45o +63,434949o |+ isen|70,528779o 48,189685o  |• sen|45o +63,434949o |+ jcos|70,528779o  +48,189685o | ] 

 Logo z3= -9,983845 + 29,951541i  -17,2982221j 

Verificação 2  (quociente)

Para z2= z3/z1, conseqüentemente tem-se:

z2= r3/r1 [sen|Φ3 -Φ1|• cos|θ3 -θ1|+isen|Φ3 -Φ1|• sen|θ3 -θ1|+ jcos|Φ3 -Φ1| ],               (II)  

r3 = 36,  r1 = 6  e,   θ3=108,434945o ,  Φ3=118,718459o
θ1=45o,  Φ 1=70,528779o .   

Então:

z2 = 36/6[sen|118,718459o -70,528779o |• cos|108,434945o - 45o| + isen|118,718459o-70,528779o|• sen|108,434945o  -45o |+ jcos|118,718459o -70,528779o|].

 Logo  z2 = 2+4i+4j
Verificação 3  (radiciação)

Em consequëncia da equação I   a equação que permite a radiciação dos números   complexos em 3D é dada por:

Zk=
[image: image5.wmf]r

n

{sen((Φ+2kπ)/n)•cos((θ+2kπ)/n)+isen((Φ+2kπ)/n)•sem((θ+2kπ)/n)+cos((Φ+2kπ)/n)},  (IV),   p/ k, n 
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N.

 Conforme o exposto, entende-se  que para se encontrar as raízes cúbicas de um número z, tal que z3 = 3+6i+6j,  tem-se: r = 9,  θ= 60o e Φ=48,189685o .

Então para k=0,  tem-se:

Z0 = 
[image: image7.wmf]9

3

{sem(48,189685o/3) •cos((60o/3) + isen(48,189685o/3) •sen(60o/3) + jcos(48,189685o)/3)}. 

              Então a primeira raiz é:   Z0 = 0,536803 + 0,207619i + 1,998871j.

              Para k=1,  tem-se:

Z1=
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{sen((48,189685o +2•180)/3) •cos((60o +2•180)/3) + isen(( 48,189685o +2•180)/3) •sem((60o +2•180)/3) + jcos((48,189685o +2•180)/3)}. 

A segunda raiz e:  Z1= –1,123946 +0,905454i –1,497881j
Para k=2,  tem-se:

Z2=
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{sen((48,189685o +2•2•180)/3) • cos((60o +2•2•180)/3) + isen((48,189685o +2•2•180)/3) • sem((60o +2•2•180)/3) + jcos((48,189685o +2•2•180)/3)}.

A terceira raiz  é:  Z2= 0,310771 + 1,994788i – 0,50099j
A interpretação geométrica das  raízes de um número complexo em 3D, são pontos no espaço, figura 2.
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                                                             Figura 2

               Verificação 4  (potência)

Para a potência, deve-se  verificar que  (z0 )3 = z.

Em conseqüência de II, a fórmula da potencia é dada por:

 Z3= r3 [ sen(nΦ)•cos(nθ) + isen(nΦ)•sen(nθ) +  jcos(nΦ)  ]     (III)   tomando z0  como exemplo tem-se:  r = 2,080084,  θ = 21,144948o e Φ =16,063242o .

Então:  (Z0)3 = (2,080084)3 [ sen(3•16,063242o )•cos(3•21,144948o )+isen(3•16,063242o) •sen(3•21,144948o) +  jcos(3•16,063242o )  ],

Logo: (Z0)3 = 3,000013  + 6i  + 5,999997j.

4  CONCLUSÃO

             De acordo com o visto, deduz-se a multiplicação dos números imaginários tornou-se viável aplicando a relação  I. consequentemente a viabilidade extendeu-se para a divisão, pela relação  (II), para a potência pela relação (III) e por ultimo conforme o objetivo deste estudo, chegou-se à radiciação , pela relação (IV). 
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