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Introdução


A nossa proposta, neste trabalho sobre áreas é enfocar o assunto de uma forma divertida, interessante e de fácil compreensão. Trazendo para os alunos a utilidade desses conceitos tão importantes, que às vezes passam como simples fórmulas para serem decoradas.


Vamos apresentar aqui não apenas um monte de fórmulas e sim a origem delas, o porquê surgiu essa necessidade de calcular área, o porquê da fórmula do quadrado, por exemplo, ser lado vezes lado.


Esse trabalho está dividido em 3 partes. A primeira parte é voltada para o ensino da geometria na 5ª série, com atividades para estimular o aprendizado das crianças.


A segunda parte abrange o conteúdo de geometria para a 8ª série, já a terceira parte está voltada para o estudo da área da circunferência para o ensino médio.


Começaremos então, contando uma historinha.

A História das Áreas


“Há muitos anos atrás no Egito, existia um rei, chamado Sisótris que repartiu o Egito em pedaços retangulares de terra entre a população egípcia.


E cada pessoa que recebia seu pedaço de terra, pagava um imposto ao rei por ano.


Lá no Egito havia um Rio, o Rio Nilo, que todos os anos inundava as terras apagando as marcas que limitavam os terrenos. E aí o dono do terreno reclamava com o rei, e este mandava que demarcassem novamente o terreno.


Daí surgiu a necessidade de calcular o quanto media aqueles terrenos. Mas como antigamente os egípcios não conheciam as medidas que nós conhecemos, como o metro, o quilômetro ... eles inventaram sua própria medida.


Os agricultores egípcios foram os primeiros a calcular essa medida. Eles mediam o tamanho do terreno pela quantidade de arroz ou cevada plantada. Quem plantava mais tinha o terreno maior e quem plantava menos tinha o terreno menor. Imaginem só como devia ser trabalhoso contar grãos de arroz.


Mas, com o passar do tempo, os egípcios que já construíam os seus templos, suas pirâmides e casas. Perceberam que o ladrilho poderia substituir os grãos na hora de medir o tamanho do terreno, o que facilitaria, e muito, a contagem.


Então eles passaram a medir o terreno, repartindo em quadradinhos da mesma medida e contando esses quadradinhos.


Por exemplo, observe a figura abaixo:
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A medida deste terreno é 18


A essa medida, chamaremos área.”

Curiosidade:

Medida Cúbito

O sistema métrico surgiu por volta do ano de 1790. Os egípcios usavam como unidade de medida o cúbito. Essa unidade foi definida originalmente (2000 anos A.C.) como a distância do cotovelo até a ponta do dedo do Faraó.

O Cúbito egípcio eqüivale a cerca de meio metro aproximadamente.

Com essa historinha divertida, o aluno consegue entender melhor a necessidade de calcular a área e o porquê da fórmula, como veremos a seguir.

Mas antes veremos uma forma bem simples de fazer com que o aluno perceba a natureza da medida área.. Desvinculando um pouco só da idéia do terreno, podemos fazer as seguintes perguntas:

“Se pintássemos esta parede e aquela parede, qual delas gastaria mais tinta?”

“Eu posso cobrir o vidro inteiro da janela com esta folha de papel?”

“Eu poderia escrever mais neste pedaço de papel (um pedaço muito pequeno) ou neste pedaço (um pedaço muito pequeno)?”

A comparação de áreas de calçadas, chão, teto e paredes ajudarão ao aluno a desenvolver um conhecimento intuitivo de “menor que”, “maior que” e “igual a” em medidas.

Atividade 1:

Pegaremos vários quadradinhos de cartolina do mesmo tamanho e pediremos aos alunos que formem figuras diferentes com a mesma quantidade de quadrinhos, sempre encostados um lado de um quadrado ao lado de outro:





A idéia é fazer com que ele perceba que figuras de formas diferentes têm área igual.

Agora, voltando ao cálculo da área, nós já mostramos ao aluno como os egípcios calculavam essa área. Mas, é interessante, e principalmente estimula a participação dele, pedir que ele escolha a unidade que melhor se adaptaria para calcular essa área. Perguntando se ele concorda como os egípcios ou se poderia calcular a área, por exemplo, com círculos. Fazendo uma atividade:

Atividade 2:

Pegando pequenos quadrados de mesma medida e círculos também de mesma medida. E uma folha de ofício. Pedimos para que o aluno tente colocar (um de cada vez) as figuras na folha e verificar qual é a melhor para calcular a área.

Devemos fazer com que o aluno veja que a região circular não seria o ideal, pois deixa de cobrir uma parte da superfície, mesmo quando os círculos se tocam.
















É importante deixar claro que a escolha de uma unidade padrão é importante.

Atividade 3:

Pegaremos duas unidades para cálculo da área (com triângulo e quadradinhos de cartolina).

Pegaremos dois retângulos do mesmo tamanho e pediremos que o aluno encaixe em um os triângulos e no outro, os quadradinhos e conte para achar a área.




Área: 16




        Área: 8

E faremos a seguinte pergunta: “Será que podemos ter duas medidas de área para a mesma figura?”

Pegaremos então o quadradinho como unidade.



1 cm

Colocaremos então, que qualquer quadrado com lado 1 cm terá, por definição, área igual a 1 cm
[image: image75.jpg]


.


Vamos usar isso para definir a área das figuras planas.


Começaremos com o retângulo, levando em consideração o surgimento histórico das áreas.

Atividade 4


Material:
-    2 cartolinas inteiras de cores diferentes.

· tesoura, lápis, régua.

· fita adesiva.

Pegaremos uma cartolina e dividiremos em quadrados da mesma medida. E colocaremos fita adesiva em cada um deles.

A outra cartolina será a figura que usaremos para calcular a área, nesse caso o retângulo.

Divida a turma em grupos de 4 ou 5 alunos e dê uma cartolina a cada grupo. Pedindo que colem esses quadrados nas cartolinas um do lado do outro como foi mostrado na história do Egito.

Ao final, peça que eles contem esses quadrados, e a medida da área será igual ao número de quadrados que couberem na cartolina.

O aluno já tem noção de comprimento e altura. Caso não tenha, poderemos demonstrar isso na própria sala de aula mostrando a parede, o quadro etc.

Peça que eles pintem as extremidades da cartolina e agora peça que eles digam qual a medida do comprimento contando os quadradinhos da extremidade e qual a medida da altura.
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“Agora, vamos multiplicar esses números: 5 x 3 = 15



Nossa !!! Vejam, é o mesmo número dos quadradinhos!!!”


Então ele verá que a área do retângulo está relacionada com a medida da base e da altura.

Agora, que o aluno já entendeu a idéia, podemos então entrar com a fórmula. Pois, ele já sabe o porquê de multiplicarmos a base pela altura, no caso do retângulo.


A mesma atividade pode ser feita com o quadrado, basta cortar uma cartolina com 4 lados iguais.


A explicação do por que da experiência dar certo também com o quadrado, é porque o quadrado é um retângulo com lados iguais.

Área do Retângulo

Dado um retângulo de comprimento b e altura h.








  h

   



           b

A área do retângulo é calculada pela fórmula:  

Aretângulo= b x h

Área do Quadrado

Dado um quadrado de lado l





 l





   l                 l





             l  

A área do quadrado é calculada pela fórmula:

Aquadrado= l x l =  l 2


Como nem tudo a nossa volta são retângulos e quadrados, tivemos a necessidade de calcular a área de outras figuras. Como veremos a seguir.


E o que é mais interessante, é que a área de todas as outras figuras partem da área do retângulo. Duvida ? Então veja só......

Área do Triângulo

Dado o triângulo de base b e altura h

         

 h


          b

Pegaremos um retângulo com o comprimento b e altura h

                                                        b


 


    h


   h





          b

Encaixando o triângulo dentro do retângulo vemos que no retângulo cabem dois triângulos.

Como nós já sabemos calcular a área do retângulo:  Aretângulo= b x h.
Então, fica fácil calcular a área do triângulo, porque a área do triângulo é a metade da área do retângulo.

Atriângulo = 
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Área do Paralelogramo

Observe o paralelogramo de altura h e base b.



                                                    b

Recortando a parte colorida do paralelogramo e colocando-a do outro lado, o paralelogramo transforma-se num retângulo. Logo, concluímos que a área do paralelogramo é a mesma área do retângulo.








           h






  b

Aparalelogramo = b x h

Área do Losango

Veja o losango:


Vamos encaixá-lo num retângulo?


  h


           b

Pegaremos um retângulo de base b e altura h.


A diagonal maior tem medida igual ao comprimento do retângulo:    D = b


           b



A diagonal menor tem medida igual à altura do retângulo:   d = h


Se recortarmos o losango, sobram as partes que estão coloridas.

Juntando as partes coloridas, forma-se outro losango.

Conclusão:

· O retângulo contém dois losangos.

· A área do losango é a metade da área do retângulo.

Aretângulo= b x h  como D = b




     d = h, logo:

Alosango = 
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Obs.:  Todas essas áreas podem ser trabalhadas com atividades em cartolina para que o aluno possa visualizar melhor.

Até aqui abrangemos a geometria plana para 5ª série, a partir desse ponto começaremos a geometria voltada à 8ª série.

Área de um Polígono Qualquer

Para calcular a área de um polígono qualquer, bastar dividi-lo em figuras planas, cuja área conhecemos.

A área do polígono será a soma das áreas das figuras em que foi decomposto.

Por exemplo, o trapézio:
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b1                   b                  b2





      B

Figura 1 (triângulo)

A1 = 
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Figura 2 (triângulo)

A2 = 
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Figura 3 (retângulo)

Aretângulo 3= b x h

A1 + A2 + A3 
=  
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 + b x h   (tirando o mmc)



= 
[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

1

h

b

h

b

h

b

´

+

´

+

´




= 
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Atrapézio= 
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Área de um Triângulo Qualquer


Veja o paralelogramo:






A


B






C


D


Traçando a diagonal 
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 temos 2 triângulos

Como Aparalelogramo = b x h
Logo Atriângulo = 
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Perímetro


Como já contamos anteriormente, os egípcios tinham a necessidade devido às inundações do Rio Nilo, de demarcarem suas terras. Por causa dessa necessidade, os geômetros egípcios foram às vezes chamados “estiradores de corda” , pois as cordas eram usadas para realinhar demarcações apagadas de terras.


Daí deduz-se que os “estiradores de corda” usavam as cordas para saber qual era o comprimento dos terrenos para quando as demarcações fossem apagadas pelo Rio, eles saberiam remarcá-las novamente. Foi quando surgiu o primeiro cálculo de perímetro.

Atividade 5


Dividir a turma em grupos de 5 alunos. Entregar palitos de picolé para cada grupo e pedir para que eles contornem a cartolina que receberam em número de palitos. Explicar que esta medida chama-se Perímetro.


Pedir que formem figuras diversas com os palitos e digam a medida do perímetro.

Atividade 6


Pedir que os alunos meçam os palitos com a régua. Perguntar quanto mede em cm o perímetro das cartolinas medidas e das figuras diversas. Conferir com a régua estas medidas.


Chamamos de perímetro de um polígono à soma dos comprimentos de seus lados. Geralmente, representa-se o perímetro por 2p.

a) Quando o polígono tem todos os lados iguais, o perímetro é igual ao produto do número de lados pelo comprimento de um de seus lados.

b) Circunferência de um círculo:

O comprimento da circunferência de um círculo é calculado mediante o emprego da fórmula:

C = 2
[image: image15.wmf]p
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Área do Triângulo Eqüilátero


Seja o triângulo eqüilátero equilátero abaixo de lado medindo l.







A






  l

l






      B

l                C







H


Traçamos a altura  AH relativa ao lado BC, onde AH = h.

Como nós já sabemos calcular a área do triângulo: Atriângulo = 
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, o que nos falta conhecer é h, pois já sabemos quem é a base: b = l.


Se observarmos, veremos que o triângulo AHC é um triângulo retângulo que já conhecemos a hipotenusa e um dos catetos, logo:


[image: image17.wmf]2

3

4

3

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

l

h

l

h

l

l

h

l

h

l

=

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=


voltamos à área do triângulo: Atriângulo = 
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Substituindo temos que a área do triângulo eqüilátero será:

Aeqüilátero=
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Aequüilátero=
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Área do Triângulo apartir dos Lados usando Semiperímetro


Observemos o triângulo ABC a seguir:


Para calcularmos sua área, teríamos que determinar uma das três alturas, AH1, 


BH2 ou  CH3, e então calcular a área, o que seria muito trabalhoso.


Herão, um matemático grego, desenvolveu uma fórmula que permite calcular a área de qualquer triângulo conhecendo-se apenas as medidas dos seus lados. Veja:
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 em que a, b e c são as medidas dos lados e p é o semiperímetro 
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Área do Triângulo Inscrito e do Triângulo Circunscrito a uma Circunferência

Observe o triângulo ABC inscrito na circunferência de raio r.


Agora tentaremos determinar a área desse triângulo em função do raio:


Em primeiro lugar vamos escrever a área do triângulo ABC em função de a e ha, logo:

Atriângulo = 
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Agora devemos escrever ha em função de r. Para isso, vamos traçar o triângulo auxiliar ACE com m (AE) = 2r


Podemos observar que 
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Assim, podemos escrever:
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Substituindo ha por 
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Observemos agora o 
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ABC circunscrito na circunferência de raio r e centro O, ponto de encontro das bissetrizes do triângulo:


Para determinar a área A desse triângulo em função do raio r observemos que as bissetrizes do 
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ABC o dividem em três triângulos:
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ABO, de base  c  e altura  r;
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BCO, de base  a  e altura  r;
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CAO, de base  b  e altura  r.

Logo, a área do 
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ABC é a soma das áreas dos triângulos no quais foi decomposto:
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)

2

c

b

a

r

A

+

+

=


Como 
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 é o semiperímetro do triângulo:

A = p . r

Área dos Polígonos Regulares


Consideremos o polígono ABCDEF..., de n lados, com o lado medindo l e o apótema medindo a.


l

 l

            l


O polígono foi decomposto em n triângulos congruentes cuja área é         Atriângulo = 
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Logo a área será A = n . 
[image: image46.wmf]2

.

a

l

. Como 
[image: image47.wmf]2

.

l

n

 é igual ao semiperímetro: 

A = a . p

Até aqui abrangemos a geometria plana para 8ª série, a partir desse ponto começaremos a geometria voltada o ensino médio.

Área do Círculo


A regra egípcia para achar a área do círculo tem sido considerada um dos maiores sucessos da época. O escriba Ahmes assume que a área de um campo circular de diâmetro de nove unidades é a mesma de um quadrado com lado de oito unidades. Comparando com a fórmula moderna A = 
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]2
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vemos que a regra egípcia equivale aproximadamente a atribuir a 
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 o valor 
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 uma aproximação bastante elogiável. Depois disso, o escriba formou um octógono a partir de um quadrado de lado nove unidade dividindo os lados em três. A área do octógono é sessenta e três unidades tendo assim o valor de 
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 como 
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Considere os polígonos regulares inscritos em círculos de mesmo raio:



A área de qualquer um deles é dada pelo produto do semiperímetro pelo apótema:

A = pn . an

Quanto maior o número de lados, maior é a aproximação da área do polígono com a área do círculo.


Logo, podemos imaginar que o número de lados do polígono cresça indefinidamente. Uma forma de indicar isso é dizer que n é um número tão grande quanto se queira imaginar ou que n tende a infinito. Assim:

· o polígono confunde-se com o círculo, e as áreas tornam-se iguais;

· o apótema do polígono vai se aproximando até tornar igual ao raio do círculo: an = r;

· o semiperímetro do polígono torna-se igual ao semiperímetro da circunferência do círculo: pn = 
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Assim, como a área do polígono inscrito é  A = pn.an, então a área do círculo será:
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Área do Setor Circular


Na figura, a região colorida é denominada setor circular, sendo formada por dois raios e pelo arco que eles determinam.



A área de um setor circular pode ser determinada através de uma regra de três simples:

Área do Setor



Medida do Ângulo
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360º A = 
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf]2
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Área da Coroa Circular




A região colorida na figura é denominada coroa circular, sendo determinada por duas circunferências concêntricas (de mesmo centro) com raios diferentes.

Acoroa circular = 
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Área do Segmento Circular



A região na figura é determinada por um arco e a corda que o subtende. Ela é denominada segmento circular.

Asegmento circular = Asetor circular – Atriângulo AOB

Curiosidades

Matemáticos Feiticeiros


Conta-nos Rebière que o czar Ivan IV, apelidado o Terrível, propôs, certa vez, um problema a um geômetra de sua corte. Tratava-se de determinar quantos tijolos seriam necessários à construção de um edifício regular, cujas dimensões eram indicadas. A resposta foi rápida e a construção feita veio, mais tarde, demonstrar a exatidão dos cálculos. Ivan, impressionado com esse fato, mandou queimar o matemático, persuadido de que, assim procedendo, livrava o povo russo de um feiticeiro perigoso.

Teorema de Pitágoras


Veremos agora um dos mais antigos teoremas da Matemática. Este teorema recebeu o nome do matemático grego Pitágoras, que viveu entre 580 a.C. e 500 a.C., aproximadamente.


Já sabemos das Relações Métricas no Triângulo Retângulo que:

c2 = a.n

b2 = a.m

sabemos também que  n + m = a ,  logo:

c2 + b2 = a.n + a.m

c2 + b2 = a (n + m)

c2 + b2 = a.a

c2 + b2 = a2


Portanto se ABC é um triângulo retângulo, então o quadrado da medida da hipotenusa é igual à soma dos quadrados das medidas dos catetos.

a2  =  c2 + b2

 A área do quadrado regular construído sobre a hipotenusa de um triângulo retângulo é igual à soma das áreas dos quadrados regulares construídos sobre os catetos.






           c

                                       


                            c









c

Fórmula de Herão


Seja ABC um triângulo qualquer e  AH a altura relativa ao vértice A.


Pelo teorema de Pitágoras, nos triângulos AHB e AHC, temos:

c2 = h2 + m2  

b2 = h2 + (a – m) 2, logo, b2 = h2 + a2 – 2am + m2

Subtraindo membro a membro a primeira igualdade da segunda igualdade, vem:

b2 - c2 = a2 – 2am

e isolando m nesta última igualdade, teremos:

m = a2 - b2 + c2






   2a

Agora, vamos substituir na primeira igualdade o valor de m encontrado.
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Fatorando a diferença de quadrados do segundo membro da última igualdade, temos:
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Agora, vamos fatorar as diferenças de quadrados que estão entre os colchetes.
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ou ainda,
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Fazendo a + b + c = 2p, veja como podemos representar os demais fatores do 2º membro da última iqualdade.
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Então, podemos escrever a igualdade da seguinte maneira:
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Logo,
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ou ainda,
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Como 
[image: image73.wmf]2

ah

 é a área do triângulo ABC, concluímos que:
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