Uma solucdo heuristica para o ultimo teorema de Fermat

Resumo

Durante séculos, notaveis matematicos se debrucaram para provar ou refutar o ultimo
teorema de Fermat. Decorrente disso, foram geradas muitas provas matematicas para
diferentes valores de n. O matematico inglés Andrew Wiles, ap0s varias tentativas, e com
a ajuda de seu ex-aluno Richard Taylor, finalmente, apresentou uma prova do Gltimo
teorema de Fermat, que foi publicado em 1995 no prestigiado periédico Annals of
Mathematics. Pelo fato de ter se passado séculos sem uma prova do teorema, muitos
matematicos suspeitaram de que Fermat ndo desenvolveu uma prova real. A
demonstracdo apresentada por Andrew Wiles envolveu opera¢Ges matematicas bastantes
complexas que ndo existiam na época de Fermat. Devido a elevada complexidade da
demonstracdo do ultimo teorema de Fermat, é altamente desafiador tentar encontrar
solugdes onde ele seja matematicamente valido. Sendo assim, e dentro desse contexto, 0
presente trabalho teve como objetivo apresentar uma solucdo heuristica do ultimo
teorema de Fermat usando um método algébrico especificamente desenvolvido. A
finalidade ndo foi, em hipotese alguma, propor uma demonstracdo do teorema, mas,
realizar operacdes matematicas que visaram facilitar a sua compreensdo, e
consequentemente, sua aplicagdo. Os resultados obtidos mostraram que foi possivel obter
solucBes validas. Isso serve como elemento motivador para o ensino de matematica na

graduacdo e até no ensino médio.



1. Introducéo

O ultimo teorema de Fermat € um teorema proposto pela primeira vez por Fermat
na forma de uma nota rabiscada na margem de sua cdpia do antigo texto
grego Arithmetica de Diofanto. A nota rabiscada foi descoberta postumamente, e 0
original esté perdido. No entanto, uma cépia foi preservada em um livro publicado pelo
filho de Fermat (NAGELL, 1951). Na nota, Fermat afirmou ter descoberto uma prova de
que aequacdo diofantinax™ 4+ y™ = z™ ndo tem solugdes inteiras para n > 2 para
x,y e z diferentes de zero. O texto completo da declaracio de Fermat diz que: “E
impossivel que um cubo seja a soma de dois cubos; uma quarta poténcia seja a soma de
duas quartas poténcias; ou em geral, para qualquer nimero que seja uma poténcia maior
que o segundo seja a soma de dois como poderes. Descobri uma demonstracdo
verdadeiramente maravilhosa desta proposi¢do que esta margem € muito estreita para
conter.” (NAGELL, 1951).

Como resultado da nota marginal de Fermat, a proposicdo de que a equagéo
diofantina x™ + y™ = z"; onde: x,y,z en sdo inteiros, ndo tem solugdes diferentes
de zero para n > 2, ficou conhecida como altimo teorema de Fermat. Foi chamado de
“teorema” com base na afirma¢do de Fermat, apesar do fato de que nenhum outro
matematico foi capaz de prova-lo por centenas de anos (STEWART; TALL, 2000). Pode-
se observar que a restricdo n > 2 é obviamente necessaria, pois, existem varias formulas
elementares para gerar um namero infinito de triplas pitagoricas (x,y, z) que satisfazem

aequacdo paran = 2, x% + y? = z2.

Durante séculos, muitos matematicos de renome tentaram provar o Gltimo teorema
de Fermat, porém, ndo obtiveram sucesso. Entretanto, em 1995, Andrew Wiles com a
ajuda de Richard Taylor, apresentaram uma prova definitiva para o emblematico teorema.
A prova do Ultimo teorema de Fermat marca o fim de uma era matemética. Uma vez que
praticamente todas as ferramentas que eventualmente foram utilizadas para resolver o
problema ainda ndo haviam sido inventadas na época de Fermat, é interessante especular
se ele realmente possuia uma prova elementar do teorema. A julgar pela tenacidade com
que o problema resistiu ao ataque por tanto tempo, a suposta prova de Fermat parece ter
sido iluséria. Esta conclusdo € ainda apoiada pelo fato de Fermat ter procurado provas
paraoscasos n = 4 e n = 5, o que teria sido supérfluo se ele realmente estivesse de posse
de uma prova geral (RIBENBOIM, 1999).



A demonstracdo apresentada por Andrew Wiles envolveu operacdes matematicas
bastantes complexas e muito acima do nivel do ensino de graduagdo em matematica.
Porém, isso ndo impede que o Gltimo teorema de Fermat possa ser usado em aplica¢des
mais simples dentro do contexto da matematica basica. Assim, utilizando-se de operacdes
elementares, a beleza matematica desse teorema pode ser estudada através do
desenvolvimento de um método heuristico de interacdo entre a algebra, aritmética e
geometria; inclusive, no ensino médio, como um recurso estimulador dentro do processo

ensino-aprendizagem.

O método heuristico tem sido um recurso bastante promissor na resolucéo de
problemas matematicos em diferentes niveis de aprendizagem. O cerne da resolucéo de
problemas matematicos é explorar e estabelecer relaces entre os diferentes ramos do
conhecimento da matematica. Abordagens heuristicas sdo capazes de ilustrar como esses
ramos do conhecimento sdo unidos por alguns principios basicos e universais durante a
transferéncia de conhecimento matematico no processo de resolucdo de problemas
(HOON; KEE; SINGH, 2013). Assim, usar o método heuristico para estudar o ultimo
teorema de Fermat, abre caminhos promissores para entender sua aplicacdo na
matematica basica. Seria muito importante para o processo ensino-aprendizagem a
integracdo entre os entes: método heuristico, Gltimo teorema de Fermat e resolucdo de

problemas.

De todas as disciplinas escolares, a matematica introduz e desenvolve o conceito
de “resolucdo de problemas”, como componente fundamental da aprendizagem escolar
com forte efeito formativo nos alunos. Em matematica, a resolucdo de problemas
representa o conceito mais eficaz para a contextualizacdo e recontextualizacdo de
conceitos, para a transferéncia de conhecimentos matematicos operacionais e basicos para
garantir uma aprendizagem sustentavel e significativa. A conduta resolutiva do aluno
também envolve, além dos fatores cognitivos, fatores que visam a afetividade e a vivéncia
do aluno (CAPRIOARA, 2015).

Portanto, o objetivo do presente estudo foi apresentar uma solucdo heuristica do
ultimo teorema de Fermat usando operagfes basicas da matematica elementar.
Ressaltamos que, a finalidade n&o foi fazer uma demonstragéo do teorema, mas, criar uma
abordagem como recurso de aprendizagem dentro de uma tematica que foi discutida por

séculos.



2. Metodologia

O método heuristico € uma alternativa viavel para se estudar o Gltimo teorema de
Fermat atraves de operacGes matematicas simples de algebra, aritmética e geometria.
Sendo assim, houve a necessidade de primeiramente comegar com uma abordagem sobre
0s conjuntos numéricos até chegar a demonstracdo final. A metodologia foi dividida em

3 (trés) importantes etapas para facilitar o entendimento da demonstracao.

O ultimo teorema de Fermat, também chamado de grande teorema de Fermat, tem
a afirmacdo de que ndo existem numeros naturais X, y e z, tais que x™ + y™ = z", em
que n é um natural namero maior que 2. Por exemplo, se n = 3, o Gltimo teorema de
Fermat afirma que ndo existem niimeros naturais X, y e z tais que x> + y3 = z3. Ou seja,

a soma de dois cubos ndo é um cubo.

12 Etapa. Escrevendo x, y e z como a razdo de dois nimeros

O ultimo teorema de Fermat diz que x™ + y™ = z™ ndo tem solucéo paran € N e
n=>3 com x,yez€Zoux,yez € Q pois,Z c Q. Nesse trabalho considerou-se

X,y ez € Q. Portanto, podemos escrever X, y e z com a razdo de dois numeros:

xzz—ll EQcomay,b; € Q
y=i—z €EQcoma,, b, € Q

Z=Z—3 EQcomas,b; € Q
3

22 Etapa. Proposta heuristica.

Heuristicamente, no presente trabalho foi considerado que: xi* + yi* = zi* =

comn=3en€N,x,y; ez €Q.

N — Conjunto dos nimeros naturais.
Z— Conjunto dos nimeros inteiros.
Q — Conjunto dos nimeros racionais.

7 c Q — todo inteiro é racional.



QeZ

(zM? = (z2)" - Uma das propriedades da poténcia.

32 Etapa. Hipotese de estudo.

Para dar prosseguimento a proposta heuristica e analisando a sua viabilidade,
considerou-se 0s seguintes sistemas:

D xf+yr =z

(D (x-x1) . (x-y1H) =0
Comx;,y,ez;€Qn=3en € N.
3. Resultados e Discussao

Considerando a 1* Etapa da metodologia, para x"™ + y™ =z", temos:

aq n a n _

G+ G =
(a1b3b3)"+(azbybs)™ _ (azbyb)"
- Z(Zlbzb:)znl —= (Zib:b:)n # (a1bab3)" + (azb1bs)™ = (azbybp)", com

a_z)n _ (az)"

(a—3)n ndo tem solucdo paran = 3, pois, (C;_ll)n + (bz BCOE

b3

(a;byb3); (a,bibs) e (asbib,) € Q. Da anélise matematica sabemos que: Seja vi1 € R,

(wl-vH)?

Wwit+vl)?

V2 € R entdo: 0<

<lcomn €eN;n=3e@W'—vH)?*< W'+
v1H)?2. Considerando as Etapas 22 e 32 simultaneamente, teremos:

X1+ y1

n
Zy

M =1

(ID x* - (' + y1)X + (1y1) "= 0

x4yt X1Y1Ny
Z;I:I. ( Z;I:I. )x+(zl)_0

2L+ (22y=0
1

Z Zq

Mas, A = (b)> -4 (a) . (c), entdo:



— (12— 4 (LyFYayn = 1 _ g (LyEdayn
A=) -4 CRE) =1-4GE)
A=1—4("1Y1)n

1
Substituindo z;=(x{* + yi)n em A, temos:

A_1_4{x13’1}n_1 4( X1 Y1 2)n

(xT+yn

A=1_4{x13’1}n _ Ay

(xT+y1)?

A=1-4 {x1 gl}n = (et +JE;) +—y4 ()9:1)’1)

— 1 _ 4 X1 Yin — 2" +2 (1Y) Y -4 )"
A=1 4{ } Ty

2n
A=1-4 {x1 J’1}n (Zx(xizl))2+3ﬁ

A=1_4 {x1 J’1}n _ (x1 —V1 2

(xt+yH?

Observemos que:

n_.mny2
(A) 0<E2 9 narax, £y, com S0 € e (x7 — yI)2<(x + yI)2,

iy’ iy

(B )(x1 ~71)” & quadrado perfeito.

TL)Z

Sabe-se que: sen?6 + cos?0 =1,V 0 €]0,2n [.

Substituindo sen?6 + cos?6 = 1 em A, temos:

A=sen?d -4 (x1 yl)” + cos?0 = (x}”j;)z

X1 yl}n

Qual a condicéo para que sen?8 — 4 {==*}"+ cos?6 € Q, seja um quadrado perfeito?

Uma das COﬂdIQOES necessarias é que:

-4 (B2 = - 2 cosfsent ou 2 { FLN = cos@send.
z3

Com: 0<2 (%)n <lesend € Qe cosf € Q, teremos:
1



sen?0 — 4 {224 yl}” + c0s%6 = sen?0 — 2 cosfsenb + cos?0 = {senb— cosh)}> com A
sendo um quadrado perfeito. Tomando a analise da igualdade: 2 (x1 Yiyn =

(cosBsen®), e como dito anteriormente que, V 6 €] 0, 2 [, entdo, é possivel escolher
um valor para 6. Para tanto, consideremos a relagdo no tridangulo retangulo abaixo.

(p) = (1) + (2
Observemos que:
p? € Q.

Y1
sena = Q =28 =8 = psena = y,= pz,sena

14 | 241 Z1

sena = % = x; = pcosa
Escolhendo 8 = . com 0 < 6 <%, entio:

-9 (x1 y1)n =2 (3’1 _)n 2" ( xl)” cosBsenf

21 21
Substituindo y,= pz,senf e x; = pcosa em w, tem-se:

2 ,pzysen(0) _
p (———=.p)}" =cosBOsend

zZ Zq

W= zi" {p?sen(0).cos(B)}" = coshsend
1

_ 2(p?}" n o
W= = {sen(0) cos(0)}" = cosOsend
1

2{p?}". (cosBsenBd)" = (cosfsend). z!

z'  _ 2{sen(®) cos(0)}"
(2" {sen(6) cos(0)}

(Z;;n =2 (senfcosf) "*



Substituindo senf = 2~ e cos@ = %, temos:

Pz
2 (& x_l)n-l
2" [ 241 “p
zy — (x13’1)n-1
@2)m P22z,

Considerando x1 = 2 vi com v1 € Q e substituindo x7* + yi* = z{', entdo, teremos:

X1 +y7 - (2(U1Y1))n.1
()" %z,

(x;): + (y;): - n-1 (U;Y1)n-1
®H" (2 p? 73

()" () er

p? p? 7y

(ﬁ)’l (&)": (adayn
2p? 2p? p?z;
Considerando que:

X1 Vi
— = - = e
2 da, 2p? g2

V1y1 _
p? 74

gs

Entdo,(q1)™ + (q2)" = (g3)" L, comn >3 eq, g, e qz €Q.

Baseado no que foi demonstrado até agora, pode-se fazer as seguintes

observacoes:

(1) Se (g™ + (g2)™ = (g3)™ !, entdo, (q;)™ + (qx)™ ndo pode ser escrito na forma
(@)™ + (g2)™" = (g3)" com g1, qz e q3 € Q;comn=3 en € N.

(1) Se (g1)™ + (q2)™ ndo pode ser escrito na forma (q,)™ + (g2)™ = (g3)™, entdo ndo é
véalido que x'+ yi' =2z (com x;,y,ez; € Q, com n> 3 ¢ n € N) conforme

0s parametros estabelecidos anteriormente nesse trabalho.

(111) Se existem g, g, e g3 cOM g4 q, e g5 € Q tal que (g1)™ + (g2)™ = (g3)™ ", entdo:

@)"+ (@2)" = ()" '=)" + )" = (z)" ",comn = 3en €N. Sendo
assim, paran=3 = (q1)° + (92)° = (g3)* = (x1)* + (1)® = (21)*
Paran=4= (q)* + (¢2)* = (¢3)° = (x)* + (v)* = (2.



Paran=5= (q1)° + (42)° = (¢3)* = (x1)° + (")° = (z)*.

Paran=n= (q)" + (¢2)" = (¢z)" ' = ()" + )" = (z)" "

Para dar maior esclarecimento, consideremos o seguinte exemplo numérico:
) () =G
J— + | — = | ——
25 25 625
3 3 2
& &) =)
52 52 54

1,8_9 r,z2_3 34 (2) = (3)2
5+56_56 ou 56+56_56 :>(1) +(2) _(3)

No contexto analisado no presente trabalho para a obtenc¢éo de uma demonstracéo
heuristica do ultimo teorema de Fermat, foi possivel comprovar as hipéteses consideradas

e testa-las conforme procedimentos abaixo.
n Y1 n_ V1Y1yn-1

| — Vimos que (sz) + (sz) = (—p2 Zl)

Supondo que:

x1=2p% comai€Qep’€EQ=x1€Q.

y1=2p?b1 combi€Qep’eQ =y €Q.

2
vlzcﬂ;—z1 comeyy; 7z, EQep’€Q= Vi € Q.
1

Entdo substituindo em |I;

(2p2a1) + (Zp bl) (Y1 p2z1y 1)n-l
2p? p?z;

(a1) " + (b1) " = (c1) "t ao considerar os pardmetros estabelecidos no trabalho, com az, bs e

Ct€EQen>3en € N.

Exemplo:
1\ 2\ _ W, @°_ 3?2 3 3 _ (3)2
) @) =) =G GG 0=
Interessante que para n igual a dois o sistema:

(D x? +yf = z2



(1) (- x)(x - yf) =0 = x? — (xf + yf)x + (xay1)’ = 0= x? — (z)x + (xayr)* = 0
terdo solucdes x, X1, Y1, z1 que satisfazem as duas equacgdes do sistema com Xi, Y1, Z1

pertencentes a Q.

Exemplo:
O trio pitaglrico X1=3, Y1=4, Z1=5eX =90u X1 =3, Y1=4, Z1 =5¢ X= 16 S0 valores que
satisfazem as duas equacOes do sistema. Para nigual a um X1=2, Y1=7, Z1=9eX =20u X1 =2,

Y1=7, Z1=9e X =730 Valores que satisfazem a duas equagdes do sistema abaixo:

(1 X1+*Y1=2,

(1) (x- %, )(x - y1) =0

Porém, se n for maior ou igual a trés entdo ndo serd possivel existir X1, y1 € z1
pertencentes a Q que satisfagam as duas equacdes do sistema, ou seja, o sistema para n >

3 tera que ser da forma:

0 xf+yr =)™

(1) (x- x1)(x - y1) =0

Observemos que, X1=1, Y1=2, Z1=3eX =80u X1=1, Y1=2, Z1 =3¢ X = 1 580 Valores que
satisfazem as duas equacdes do sistema para n = 3.

(T -yT)?

Observemos que, sen?0 — 4 {"1 TN 4 cos?(g) = 2
(x1 +Yq )2

implica que:

sen26 + cos20 = Exi ji;z {x1 yl}"

29_ (x1 -y | y)" (T -y? | (e y)™ (T +y)?

=1. Isso mostra gue as
T2 T G2 Gy ey eyl g

sen?0 + cos

hipoteses heuristicas sdo verdadeiras para a demonstracdo apresentada.



4. Considerac0es Finais

Apesar da demonstracdo do ultimo teorema de Fermat envolver operages matematicas
bastantes complexas, o presente trabalho apresentou uma solucéo heuristica viavel para
aplicacdo simples.

A obtencdo de (q)™ + (g2)™ = (q3)™ ! através de operacOes basicas da matematica
mostrou a possibilidade de se estudar o ultimo teorema de Fermat de maneira mais

simplificada, porém, ndo simpldria.

O método matematico heuristico mostrou-se uma ferramenta eficiente para se encontrar

uma solucéo simples para o Gltimo teorema de Fermat.
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