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“ DEDUÇÃO DE UMA FÓRMULA ALGÉBRICA GERAL PARA CÁLCULO DA TAXA DE JUROS IMPLÍCITA EM UM ESQUEMA GENÉRICO DE FINANCIAMENTO NO REGIME DE CAPITALIZAÇÃO COMPOSTA. “

Por Dalvin Gabriel José de Souza; Atuário e Acadêmico de Licenciatura em Matemática pela UFRGS. (dalvin@smf.prefpoa.com.br)

I ) JUSTIFICATIVA

Pesquisando em vários livros-texto de matemática financeira e textos disponíveis na Internet constatei que os mesmos induzem seus leitores a acreditarem que somente é possível fazer o cálculo da taxa de juros implícita em um financiamento com capitalização composta (venda à prazo) através de métodos por tentativa e erro, cujo estudo e metodologia podem ser encontrados no Cálculo Numérico. Neste estudo verifiquei que existem algumas fórmulas algébricas relativamente simples para cálculo da referida taxa de juros, as quais são citadas em alguns livros-texto, bem como são descritas em determinados artigos de renomados Atuários do Século XIX e XX, tais como: Francis Baily; H. Karpin; A. W. Evans; Michael T.L. Bizley; J.I. Craig; Ralph Todhunter; etc... , conforme bibliografia em anexo.


Outra característica comum a livros-texto e artigos especializados consiste que seus autores simplesmente apresentam seus resultados omitindo os cálculos intermediários ou ocultando os procedimentos que os levaram a obter tais resultados, supondo que o leitor tenha condições de realizar os mesmos. Desta forma, dificultando a compreensão dos resultados alcançados e impedindo sua aplicação para novos desenvolvimentos , pois mais importante que a fórmula apresentada são os métodos e raciocínios usados pelo autor durante o processo de descoberta.


No presente trabalho tentei fugir das falhas acima citadas, explicitando todos os cálculos e processos utilizados na determinação das fórmulas aqui apresentadas. 

Neste estudo apliquei o “Princípio da Extensão: ... O homem tem tendência a generalizar e estender todas as aquisições do seu pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisições se obtêm, e a procurar o maior rendimento possível dessas generalizações pela exploração metódica de todas as conseqüências. (Caraça, Bento de Jesus; Conceitos Fundamentais da Matemática. Lisboa, 1963. Pg. 10) “


As fórmulas apresentadas na bibliografia trabalham com a função valor atual de uma anuidade certa postecipada. Tendo em vista o objetivo de obter uma fórmula mais general, que fosse aplicável para anuidades certas imediatas postecipadas e diferidas postecipadas, optei em aplicar os métodos citados na bibliografia sobre uma anuidade certa diferida postecipada.


Portanto, penso que a novidade deste trabalho não está no método, mas sim na maneira de pensar, de abordar o problema da determinação da taxa de juros implícita em um esquema genérico de financiamento no regime de capitalização composta. 


Para acompanhar as deduções aqui apresentadas, requer-se que o leitor tenha noções de Matemática Financeira.


Desde já agradeço críticas e sugestões.

Porto Alegre, 27 de Abril de 2003.

II ) NOTAÇÃO ADOTADA

 n: Prazo para pagamento, número de pagamentos;

 m: Prazo de diferimento;

 i: Taxa unitária de juros;

 R: Valor dos pagamentos, parcela;

 B: Saldo devedor = Principal = Preço à vista;

 I: Valor da Sobrecarga de Juros = Sobrecarga de Dilação = Carrying Charge;

 p: Taxa de Sobrecarga de Juros;
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III ) DEFINIÇÕES/FÓRMULAS
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Se R=1 então temos:
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(4.0)
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(4.1)

IV ) FÓRMULA DE KARPIN

“Simple algebraic formulae for estimating the rate of interest.” By H.Karpin; Journal of the Institute of Actuaries . Vol. 93 (1967), pgs 297-309

Seguindo algumas indicações do texto original de Karpin, apresento uma dedução livre da sua fórmula, pois o mesmo omite vários passos em sua dedução que considero relevantes para entendermos seu método.
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(5.0)

Com: 
[image: image10.wmf]B
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A fórmula de Karpin expressa a taxa de juros ( i ) em termos de:

a) Prazo para Pagamento ( n );

b) Taxa de Sobrecarga de Juros ( p ).

DEDUÇÃO:

Se considerarmos R=1, então podemos escrever B= 
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Mas, como definimos em (2.1) temos 
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Daí...
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(7.0)

Ora...

Podemos usar a Fórmula de MacLaurin ou o Binômio de Newton para expandir (3.0) como uma Série:

a) Fórmula de MacLaurin: 
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b) Binômio de Newton: 
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Daí...

Aplicando-se o Binômio de Newton em (3.0), trocando ( n ) por ( -n ), optemos o desenvolvimento em uma seqüência infinita de termos, pois diminuindo uma unidade sucessivamente de um número negativo  ou fracionário, não é possível obter resto zero. Logo, o desenvolvimento constituirá uma expressão ilimitada, a qual chamamos de Série de Potências ou Série Binomial.
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Daí...

Fazendo-se as devidas simplificações (potências, multiplicações e subtrações) finalmente dividindo cada termo da Série por 
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, obtemos:
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Logo,
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(8.0)

Colocando-se ( n ) em evidência na expressão ( 8.0 ), aplicando-se este resultado em (7.0) e dividindo-se numerador e denominador por ( n ), obtemos:

Ora...
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Daí...
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(9.0)

Um pouco de Teoria:

Nesta fase da dedução usaremos um método do estudo das Séries para desenvolver a expressão ( 9.0 ) em uma Série das Potências de 
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, chamado Processo de Descartes ou dos Coeficientes a Determinar.

Tomando-se uma expressão qualquer 
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 como a Série correspondente ordenada segundo as potências crescentes de 
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, na qual A, B, C, D, E, ...  são os coeficientes a determinar.

Então:
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(10.0)

Antes de iniciarmos os cálculos devemos verificar se a identidade (10.0) pode existir, ou seja, se a Série é compatível com a função que pretendemos desenvolver. Para isto faz-se 
[image: image28.wmf]0
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i

 e calcula-se o valor de A:

A=F(0)

Se F(0) for real, finito e determinado então a função é compatível com a Série, portanto a identidade ( 10.0 ) pode existir.

Se existe ( 10.0 ) então temos:
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(10.1)

O método consiste em transformar a identidade (10.1) de modo a obter-se dois polinômios idênticos, seja por meio de operações algébricas efetuadas com os dois membros ou pela aplicação de duas transformações equivalentes, à expressão a desenvolver. Daí, pelas condições de identidade de dois polinômios, são deduzidas as relações que permitem calcular B, C, D, E, ... 

Substituindo-se estes valores em (10.1), obtemos a Série procurada.

Ora...
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Fazendo 
[image: image31.wmf]i

n

a

n

i

F

Ø

=

)

(


Daí...
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(11.0)
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(12.0)

Daí... Fazendo-se 
[image: image34.wmf]0

=

i

 em (11.0), temos:

F(0)=1 

Logo, a Série a ser obtida será compatível com a função (11.0).

Daí...

F(0)=A=1

Daí...
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]º



 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]...
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Daí, conforme propriedades operatórias com Séries de Potências, multiplicando os dois membros da identidade pelo denominador do membro esquerdo, temos:
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( 13.0 )

Daí...

Agrupando termos com o mesmo grau, obtermos:
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*

24

)

3

(

2

)(

1

(

6

)

2

)(

1

(

2

)

1

(

3

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

-

+

+

+

+

-

+

i

n

n

n

B

n

n

C

n

D




( 13.1 )

Para que se verifique a identidade cada um dos coeficientes devem ser iguais a zero. Logo, podemos facilmente determinar os coeficientes B, C, D, etc., igualando-se a zero cada uma das expressões entre parêntese em (13.1) e isolando o respectivo coeficiente.

Daí...

Em busca de B: igualando-se a zero o coeficiente de 
[image: image44.wmf]i

 em (13.1), temos
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(14.0 )

Em busca de C: igualando a zero o coeficiente de 
[image: image47.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]2

i

 em (13.1) e substituindo o valor de B (14.0 ) encontrado no passo anterior.

Temos,
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Daí, desenvolvendo as operações indicadas no numerador:
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Daí,
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( 15.0 )

Em busca de D: igualando a zero o coeficiente de 
[image: image55.wmf]3

i

 em (13.1) e substituindo o valor de B (14.0) e C (15.0) encontrados nos passos anteriores.

Temos,
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Reduzindo a denominador comum,
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Substituindo B e C por seus valores,


[image: image59.wmf]24

)

3

)(

2

)(

1

(

2

)

1

(

)

2

)(

1

(

4

12

)

1

(

)

1

(

12

2

+

+

+

+

+

+

+

-

-

+

=

n

n

n

n

n

n

n

n

D



[image: image60.wmf]24

)

3

)(

2

)(

1

(

)

2

(

)

1

(

2

)

1

)(

1

(

2

2

+

+

+

+

+

+

-

-

+

=

n

n

n

n

n

n

n

D


Desenvolvendo os produtos indicados e simplificando, temos,
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(16.0)

Finalmente podemos escrever 
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 como uma Série:
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(17.0)

Daí... Substituindo-se (17.0) em (12.0), temos:


[image: image69.wmf]...
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Daí...
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(18.0)

No Volume 88 (1962), pg 95-99, do Journal of the Institute of Actuaries (J.I.A.), Michael.T.L. Bizley cita o quarto termo da expansão de (p), sem fornecer os cálculos intermediários, bem como a expressão (7.0) da taxa de sobrecarga de juros (p) .
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(18.1)

Em busca da 1ª aproximação da taxa de juros.

Desprezando-se em (18.0) os termos em 
[image: image72.wmf]i

 com grau maior que 1, temos:
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(19.0)

Isolando 
[image: image74.wmf]i

 em (19.0), obtemos:
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(20.0)

Em busca da 2ª aproximação da taxa de juros.

Desprezando-se em (18.0) os termos em 
[image: image76.wmf]i

 com grau maior que 2 e substituindo-se 
[image: image77.wmf]i

 expresso por (20.0) em 
[image: image78.wmf]2
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, temos:
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(21.0)

Daí...
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[image: image81.wmf]i
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[image: image82.wmf]i
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(21.1)

Neste ponto da dedução apresento um dos principais raciocínios de Karpin. Acredito que este raciocínio seja análogo ao que usamos no Cálculo quando estudamos Limite de Infinitéssimos, o qual consiste no desprezo de parcelas por questão de ordem superior de tendência a zero (o uso deste princípio não é consenso entre os matemáticos, mas é útil à descoberta).

“A História da Matemática parece mostrar...que uma insistência prematura na precisão lógica, à custa do raciocínio imaginativo e plausível, pode ser contraproducente para o desenvolvimento da matéria.” (Tópicos de História da Matemática para uso em sala de aula: Cálculo. Boyer, Carl Benjamin.; Atual Editora, 1995, pg. 23)

Ora...

Considerando-se que normalmente o valor de p é insignificante comparado com n.

Logo, podemos trocar (n-1)p por (n+1)p, em (21.1), com pequena perda de precisão.

Agrupando termos semelhantes e isolando 
[image: image83.wmf]i

, temos:
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Daí...
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(22.0)

Em busca da aproximação final da taxa de juros.

Desprezando-se novamente em (18.0) os termos em 
[image: image86.wmf]i

 com grau maior que 2 e substituindo-se 
[image: image87.wmf]i

 expresso por (22.0) em 
[image: image88.wmf]2
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, temos:
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(23.0)

Daí...
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[image: image91.wmf]i
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[image: image92.wmf]i
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(23.1)

Daí... 

Isolando-se 
[image: image93.wmf]i

 em (23.1), temos:
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[image: image95.wmf]p
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[image: image96.wmf]3
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Daí...
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(24.0)

C.Q.D.

V ) APLICAÇÃO DO MÉTODO DE KARPIN A ANUIDADE DIFERIDA

A seguir apresentarei a dedução de uma fórmula algébrica para determinar a taxa de juros implícita em um esquema genérico de financiamento no regime de capitalização composta.

Nesta dedução aplicarei algumas idéias desenvolvidas no Método que Karpin usou para achar a sua fórmula para Anuidades Certas Imediatas Postecipadas.
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(25.0)

Relembrando a notação adotada, temos:

n: Prazo para pagamento, número de pagamentos;

m: Prazo de diferimento;

i: Taxa unitária de juros;

p: Taxa de Sobrecarga de Juros.

Simplificando-se (25.0) para o caso especial de Anuidade Certa Imediata Postecipada, temos:
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(26.0)

DEDUÇÃO:

Por definição de Anuidade Certa Diferida Postecipada, temos:

Se considerarmos R=1, então podemos escrever B= 
[image: image100.wmf]i
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Mas, como definimos em (2.1) temos 
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Daí...
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(27.0)


[image: image103.wmf]i
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Daí...
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Usando-se o resultado obtido em (8.0), substituindo-se 
[image: image106.wmf]n

 por 
[image: image107.wmf]m

 e 
[image: image108.wmf]m
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, temos:
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(28.0)


[image: image110.wmf]...
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(29.0)

Daí... Subtraindo-se termo a termo a Série (28.0) da Série (29.0), e agrupando os termos com mesmo grau em 
[image: image111.wmf]i

, temos:
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(30.0)

Daí...


[image: image113.wmf]+
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(31.0)

Daí...

Usando-se novamente o Método de Descartes (dos Coeficientes a Determinar):

Fazendo-se 
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(32.0)

Daí...
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(33.0)

Daí... Fazendo-se 
[image: image117.wmf]0

=

i

 em (32.0), temos:

F(0)=1 

Logo, a Série a ser obtida será compatível com a função (32.0).

Daí...

F(0)=A=1

Daí...


[image: image118.wmf]...
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(34.0)

Daí...

Igualando-se (34.0) à (32.0) e  usando-se a expansão (31.0) no denominador de (32.0).

Conforme propriedades operatórias com Séries de Potências, multiplicando os dois membros da identidade pelo denominador do membro esquerdo, temos:
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[image: image120.wmf]+
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[image: image121.wmf]ú
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(35.0)

Daí...

Para que se verifique a identidade (35.0) cada um dos coeficientes devem ser iguais a zero. Logo, podemos facilmente determinar os coeficientes ( B, C, D, etc. ) em (35.0), agrupando-se os termos em 
[image: image122.wmf]i

 com o mesmo grau, igualando-se a zero cada uma das expressões obtidas e isolando-se o respectivo coeficiente.

Daí...

Em busca de B: igualando-se a zero o coeficiente de 
[image: image123.wmf]i

 em (35.0), temos:


[image: image124.wmf]0

2

)

1

(

)

1

)(

(

=

+

-

+

+

+

-

m

m

m

n

m

n

Bn





Daí...
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Daí...
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(36.0)

Em busca de C: igualando-se a zero o coeficiente de 
[image: image127.wmf]2

i

 em (35.0), temos:
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(37.0)

Ora...
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[image: image132.wmf]{
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[image: image133.wmf])
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Daí...

Substituindo B (36.0) em (37.0) temos,
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[image: image135.wmf]0
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}

n

m

n

nm

n

nm

m

n

m

n

m

n

n

C

12

2

6

3

3

3

(

2

)

1

2

(

3

3

2

2

2

3

3

2

-

+

+

+

+

+

+

-

+

+

=
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Daí...
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(38.0)

Finalmente podemos escrever 
[image: image141.wmf])
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 como uma Série:
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(39.0)

Daí... Substituindo-se (39.0) em (33.0), temos:
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Daí...
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(40.0)

Em busca da 1ª aproximação da taxa de juros.

Desprezando-se em (40.0) os termos em 
[image: image145.wmf]i

 com grau maior que 1, temos:


[image: image146.wmf]i
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(41.0)

Isolando 
[image: image147.wmf]i

 em (41.0), obtemos:
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(42.0)

Em busca da 2ª aproximação da taxa de juros.

Desprezando-se em (40.0) os termos em 
[image: image149.wmf]i

 com grau maior que 2 e substituindo-se 
[image: image150.wmf]i

 expresso por (42.0) em 
[image: image151.wmf]2

i

, temos:


[image: image152.wmf]i
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(43.0)


[image: image153.wmf]i
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[image: image154.wmf][
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[image: image155.wmf][
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(44.0)


[image: image156.wmf](

)

(

)

1

4

4

1

2

1

2

2

2

-

+

+

=

-

+

+

+

nm

m

n

m

n

m

n



[image: image157.wmf][
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Trocando 
[image: image158.wmf][
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(45.0)

Considerando que normalmente o valor de 
[image: image161.wmf]p

 é insignificante em comparação com 
[image: image162.wmf]n

, posso trocar 
[image: image163.wmf])

1
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 por 
[image: image164.wmf]n

 no denominador de (45.0), sem perda de precisão (raciocínio análogo ao adotado por Karpin):
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(46.0)

Em busca da 3ª aproximação da taxa de juros.

Desprezando-se em (40.0) os termos em 
[image: image166.wmf]i

 com grau maior que 2 e substituindo-se 
[image: image167.wmf]i

 expresso por (46.0) em 
[image: image168.wmf]2

i

, temos:
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(47.0)

Daí...


[image: image170.wmf][
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(48.0)

Realizando-se as simplificações adequadas no denominador, temos:
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(49.0)


[image: image172.wmf][
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[image: image173.wmf][

]

)

1

(

)

2

)(

1

(

2

2

-

+

+

-

=

n

m

n

n

p

z


Daí...
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(50.0)

Troca de nome...


[image: image175.wmf]z
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[image: image176.wmf][
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[image: image177.wmf][
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Usando-se o fato que: 
[image: image178.wmf]nm
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Temos:
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(51.0)

Usando troca de nome, e somando as expressões (49.0) e (51.0) temos:


[image: image180.wmf]w
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[image: image181.wmf])
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[image: image182.wmf]{

}

)

1

4

4

(

)

2

)(

2

3

(

)

1

2

(

2

2

-

+

+

+

+

+

+

=

nm

m

p

m

n

p

m

n

u






(52.0)

Daí... Substituindo (52.0) em (50.0), temos várias opções para expressar a fórmula geral da taxa de juros:
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(53.0)


[image: image184.wmf][
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(53.1)

Usando o fato: 
[image: image185.wmf]nm
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[image: image186.wmf][
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(53.2)

C.Q.D.

CASO PARTICULAR: Anuidade Certa Imediata Postecipada

Realizando-se algumas simplificações nas fórmulas (53.0), (53.1) ou (53.2) obtemos uma fórmula semelhante a fórmula de Karpin. A qual fornece bons resultados quando aplicada a um financiamento sem entrada (Anuidade Certa Imediata Postecipada/Tabela Price).

Fazendo 
[image: image187.wmf]0
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m

 em (53.0), temos:
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(54.0)

Dividindo-se por 
[image: image189.wmf]2

n

 o numerador e denominador de (54.0), e considerando-se que normalmente o valor de 
[image: image190.wmf]p

 é insignificante em comparação com 
[image: image191.wmf]n

, podemos desprezar as parcelas infinitessimais.
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[image: image193.wmf])
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(55.0)

C.Q.D.

VI) COMENTÁRIOS FINAIS:

Tabela 1.0

	n =
	12
	R
	p
	i
	i_dalvin(53.0)
	% Erro
	i_dalvin_k(55.0)
	i_Karpin

	m =
	4
	   9,25 
	0,1095
	0,010
	0,010
	1,39%
	0,016
	0,016

	B =
	100,00 
	   9,34 
	0,1209
	0,011
	0,011
	0,33%
	0,018
	0,018

	
	
	   9,44 
	0,1325
	0,012
	0,012
	0,34%
	0,020
	0,020

	
	
	   9,53 
	0,1441
	0,013
	0,013
	0,36%
	0,021
	0,021

	
	
	   9,63 
	0,1558
	0,014
	0,014
	0,37%
	0,023
	0,023

	
	
	   9,73 
	0,1677
	0,015
	0,015
	0,37%
	0,024
	0,025

	
	
	   9,83 
	0,1796
	0,016
	0,016
	0,38%
	0,026
	0,026

	
	
	   9,93 
	0,1916
	0,017
	0,017
	0,39%
	0,028
	0,028

	
	
	 10,03 
	0,2037
	0,018
	0,018
	0,39%
	0,029
	0,030

	
	
	 10,13 
	0,2159
	0,019
	0,019
	0,39%
	0,031
	0,031

	
	
	 10,24 
	0,2283
	0,020
	0,020
	0,38%
	0,033
	0,033

	
	
	 10,34 
	0,2407
	0,021
	0,021
	0,38%
	0,034
	0,035

	
	
	 10,44 
	0,2532
	0,022
	0,022
	0,37%
	0,036
	0,037

	
	
	 10,55 
	0,2658
	0,023
	0,023
	0,36%
	0,038
	0,038

	
	
	 10,65 
	0,2785
	0,024
	0,024
	0,35%
	0,039
	0,040

	
	
	 10,76 
	0,2913
	0,025
	0,025
	0,33%
	0,041
	0,042

	
	
	 10,87 
	0,3042
	0,026
	0,026
	0,32%
	0,043
	0,043

	
	
	 10,98 
	0,3172
	0,027
	0,027
	0,30%
	0,045
	0,045

	
	
	 11,09 
	0,3303
	0,028
	0,028
	0,28%
	0,046
	0,047

	
	
	 11,20 
	0,3435
	0,029
	0,029
	0,25%
	0,048
	0,049

	
	
	 11,31 
	0,3569
	0,030
	0,030
	0,23%
	0,050
	0,050

	
	
	 11,42 
	0,3703
	0,031
	0,031
	0,20%
	0,051
	0,052

	
	
	 11,53 
	0,3838
	0,032
	0,032
	0,17%
	0,053
	0,054

	
	
	 11,65 
	0,3974
	0,033
	0,033
	0,14%
	0,055
	0,056

	
	
	 11,76 
	0,4112
	0,034
	0,034
	0,10%
	0,056
	0,057

	
	
	 11,88 
	0,4250
	0,035
	0,035
	0,07%
	0,058
	0,059

	
	
	 11,99 
	0,4389
	0,036
	0,036
	0,03%
	0,060
	0,061

	
	
	 12,11 
	0,4530
	0,037
	0,037
	-0,01%
	0,062
	0,063

	
	
	 12,23 
	0,4672
	0,038
	0,038
	-0,06%
	0,063
	0,065

	
	
	 12,35 
	0,4814
	0,039
	0,039
	-0,10%
	0,065
	0,066

	
	
	 12,47 
	0,4958
	0,040
	0,040
	-0,15%
	0,067
	0,068

	
	
	 12,59 
	0,5103
	0,041
	0,041
	-0,20%
	0,069
	0,070

	
	
	 12,71 
	0,5249
	0,042
	0,042
	-0,25%
	0,070
	0,072

	
	
	 12,83 
	0,5396
	0,043
	0,043
	-0,30%
	0,072
	0,074

	
	
	 12,95 
	0,5544
	0,044
	0,044
	-0,36%
	0,074
	0,075

	
	
	 13,08 
	0,5693
	0,045
	0,045
	-0,42%
	0,076
	0,077

	
	
	 13,20 
	0,5844
	0,046
	0,046
	-0,48%
	0,077
	0,079

	
	
	 13,33 
	0,5995
	0,047
	0,047
	-0,54%
	0,079
	0,081

	
	
	 13,46 
	0,6148
	0,048
	0,048
	-0,61%
	0,081
	0,083

	
	
	 13,58 
	0,6302
	0,049
	0,049
	-0,67%
	0,083
	0,085

	
	
	 13,71 
	0,6457
	0,050
	0,050
	-0,74%
	0,084
	0,086


Tabela 2.0

	n =
	12
	R
	p
	i
	i_dalvin(53.0)
	% Erro
	i_dalvin_k(55.0)
	i_Karpin

	m =
	0
	   8,88 
	0,0662
	0,010
	0,010
	2,21%
	0,010
	0,010

	B =
	 100,00 
	   8,94 
	0,0729
	0,011
	0,011
	0,34%
	0,011
	0,011

	
	
	   9,00 
	0,0797
	0,012
	0,012
	0,37%
	0,012
	0,012

	
	
	   9,05 
	0,0865
	0,013
	0,013
	0,40%
	0,013
	0,013

	
	
	   9,11 
	0,0933
	0,014
	0,014
	0,44%
	0,014
	0,014

	
	
	   9,17 
	0,1002
	0,015
	0,015
	0,47%
	0,015
	0,015

	
	
	   9,23 
	0,1070
	0,016
	0,016
	0,50%
	0,016
	0,016

	
	
	   9,28 
	0,1139
	0,017
	0,017
	0,53%
	0,017
	0,017

	
	
	   9,34 
	0,1208
	0,018
	0,018
	0,56%
	0,018
	0,018

	
	
	   9,40 
	0,1278
	0,019
	0,019
	0,58%
	0,019
	0,019

	
	
	   9,46 
	0,1347
	0,020
	0,020
	0,61%
	0,020
	0,020

	
	
	   9,51 
	0,1417
	0,021
	0,021
	0,64%
	0,021
	0,021

	
	
	   9,57 
	0,1487
	0,022
	0,022
	0,67%
	0,022
	0,022

	
	
	   9,63 
	0,1557
	0,023
	0,023
	0,70%
	0,023
	0,023

	
	
	   9,69 
	0,1628
	0,024
	0,024
	0,73%
	0,024
	0,024

	
	
	   9,75 
	0,1698
	0,025
	0,025
	0,76%
	0,025
	0,025

	
	
	   9,81 
	0,1769
	0,026
	0,026
	0,79%
	0,026
	0,026

	
	
	   9,87 
	0,1841
	0,027
	0,027
	0,82%
	0,027
	0,027

	
	
	   9,93 
	0,1912
	0,028
	0,028
	0,85%
	0,028
	0,028

	
	
	   9,99 
	0,1984
	0,029
	0,029
	0,87%
	0,029
	0,029

	
	
	 10,05 
	0,2055
	0,030
	0,030
	0,90%
	0,030
	0,030

	
	
	 10,11 
	0,2128
	0,031
	0,031
	0,93%
	0,031
	0,031

	
	
	 10,17 
	0,2200
	0,032
	0,032
	0,96%
	0,032
	0,032

	
	
	 10,23 
	0,2272
	0,033
	0,033
	0,99%
	0,033
	0,033

	
	
	 10,29 
	0,2345
	0,034
	0,034
	1,01%
	0,034
	0,034

	
	
	 10,35 
	0,2418
	0,035
	0,035
	1,04%
	0,035
	0,035

	
	
	 10,41 
	0,2491
	0,036
	0,036
	1,07%
	0,036
	0,036

	
	
	 10,47 
	0,2565
	0,037
	0,037
	1,10%
	0,037
	0,037

	
	
	 10,53 
	0,2638
	0,038
	0,038
	1,12%
	0,038
	0,038

	
	
	 10,59 
	0,2712
	0,039
	0,039
	1,15%
	0,039
	0,039

	
	
	 10,66 
	0,2786
	0,040
	0,040
	1,18%
	0,040
	0,040

	
	
	 10,72 
	0,2861
	0,041
	0,041
	1,20%
	0,040
	0,041

	
	
	 10,78 
	0,2935
	0,042
	0,041
	1,23%
	0,041
	0,042

	
	
	 10,84 
	0,3010
	0,043
	0,042
	1,26%
	0,042
	0,043

	
	
	 10,90 
	0,3085
	0,044
	0,043
	1,28%
	0,043
	0,044

	
	
	 10,97 
	0,3160
	0,045
	0,044
	1,31%
	0,044
	0,045

	
	
	 11,03 
	0,3235
	0,046
	0,045
	1,33%
	0,045
	0,046

	
	
	 11,09 
	0,3311
	0,047
	0,046
	1,36%
	0,046
	0,047

	
	
	 11,16 
	0,3387
	0,048
	0,047
	1,38%
	0,047
	0,048

	
	
	 11,22 
	0,3463
	0,049
	0,048
	1,41%
	0,048
	0,049

	
	
	 11,28 
	0,3539
	0,050
	0,049
	1,43%
	0,049
	0,050

	
	
	 11,35 
	0,3616
	0,051
	0,050
	1,46%
	0,050
	0,051


Legenda utilizada:

 n: Prazo para pagamento, número de pagamentos do financiamento;

 m: Prazo de diferimento do financiamento;

 i: Taxa unitária de juros;

 R: Valor dos pagamentos, parcela;

 B: Saldo devedor = Principal = Preço à vista;

 p: Taxa de Sobrecarga de Juros;

 i_dalvin(53.0): Taxa unitária de juros calculada pela fórmula aproximada (53.0);

 % Erro: Expressa o percentual de erro entre a taxa real de juros ( i ) e a taxa de juros aproximada (53.0);

i_dalvin_k(55.0): Taxa unitária de juros calculada pela fórmula aproximada (55.0) semelhante a fórmula de Karpin;

i_Karpin: Taxa unitária de juros calculada pela fórmula de Karpin (5.0)

Na Tabela 1.0 apresento uma aplicação prática da fórmula aproximada da taxa de juros (53.0) implícita em um financiamento com prazo inicial dos pagamentos diferido em 4 períodos para diferentes taxas de juros.

Na Tabela 2.0 apresento os mesmos cálculos da Tabela 1.0, mas sem diferimento, onde observamos a eficiência da fórmula de Karpin, fórmula geral (53.0) e fórmula aproximada (55.0).

Este pequeno exemplo evidência o bom desempenho da fórmula geral para Financiamentos Diferidos e Financiamentos Postecipados. Mas, reconheço que ainda falta um estudo mais detalhado das faixas de taxa de juros e prazos em que melhor se aplica as fórmulas aproximadas, (53.0) e (55.0), deduzidas neste artigo.
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