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Capitulo 1

O Teorema de Stokes

Este artigo é fruto de parte de minha monografia de graduagao. Aqui, vamos abordar e
demonstrar os Teoremas Classicos do Célculo de uma forma diferente, iremos utilizar os
conhecimentos de formas diferencias e o conceito n-cadeias para enunciar e demonstrar o
Teorema de Stokes. Em seguida utilizar esta ferramenta para demonstrar de uma forma
simples e rapidas os Teoremas de Green e Gauss.

1.1 n-Cadeias

Defini¢ao 1.1.1 Seja [0,1]" = [0,1] x --- x [0,1] e A C R™. Dizemos que uma fun¢ao
continua [ :[0,1]" — A define um cubo singular de dimensao n em A.

Sendo I"(z) : R® — R" a func¢ao identidade, esta define o cubo singular de dimensao
n conhecido como cubo unitario n-dimensional.

Definigao 1.1.2 Sejam Cy,---,Cy : [0,1]" — A, cubos singulares n-dimensionais. Para
at, - ap € Zoa soma a1 Ch + -+ - + apCy € chamada uma n-cadeia em A.

Em particular o cubo singular C' de dimensao n é considerado como sendo a n-cadeia 1-C.

Definicao 1.1.3 Para cadai,1 <1 < n, definimos os cubos singulares ](’; 0) € ]g 1) ambos
de dimensdo n — 1 pondo para cada x € [0,1]"*

IGo(x) = I"(21, -+, 21,0, 400, -+, 1)
= (21, , 21,0, 241, -, 2T,) €
[8,1)(37) = I"(@y, -,z L Tiga, -, )
= (@1, , @1, L Tiga, o, ).



Iii gy € 1(; 1) sao chamados, respectivamente, de faces (i,0) e (z,1) do cubo I".

Definicao 1.1.4 Para cada n-cadeia singular C' em A, definimos a fronteira de C, deno-
tada por OC, como sendo uma (n-1)-cadeia.

Definicao 1.1.5 Definimos a fronteira de um cubo unitdrio n-dimensional por

S PP

i=1 a=0,1

Por exemplo, a fronteira de I? pode ser definida como a soma de quatro cubos singu-
lares unidimensionais, ordenados ao redor da fronteira de [0, 1]? no sentido anti-hordrio,
ou seja,

2
2 712 2 2 2 _ i+o 72
oI" =Ioy+ 11y — L1y — L0 = Z (=1)""G -

Defini¢ao 1.1.6 Para um cubo singular de dimensao n qualquer C : [0,1]" — A, defini-
mos a face (i,«) de C por

Clia) = Co (I} o))

oC = Z Z (—1)*Ci -

i=1 a=0,1

Finalmente, definimos a fronteira de uma n-cadeia . a;C; por

Teorema 1.1.7 Para qualquer n-cadeia C = Y a;Cy em A, se verifica a identidade
9(0C) = 0, ou seja, 0*°C = 0.

Demonstragao . Consideremos (If; ,))(;,5), para ¢ < j. Sendo z € [0, 1]"~2 temos

(](T;,a)>(jw3)(x) - Ig,a)<l(1;jﬁl)($))
= Ig,a)<'r17'"7xj—laﬁa$j+17"'7xn—1)

= [n(xla L1, 0 T, L1, ﬁ> Tjt1, 7xn71)'
De forma anéloga, temos
n n—1
(I(j+1,ﬁ))(i,a) (z) = 111, 6)([( )(ZU))

- I(]“"Lﬁ) (3:17 oy L1, QG Ty, ,I’n_l)

n
=1 (xla Ty L1, 0 Ljq1, 0 0 7'7;]'—175"7;]'-1-17 e )x’n—l)‘



Onde concluimos que (I7; ,)) (.80 = (L(41.5))(i.0)> Para i < j.

Desde que para qualquer cubo n-dimensional C; o) = C' o (I i a)> temos também

(Cia)us = (Cuaw) e I(y)
= (Co(Ifia) o (I5s)

(1, )(I(T;ﬁl)))
© (I&a))(]»ﬁ)
O(I(nj-i-l,ﬂ))(' a)
© (i1, (5 al)))

( O( ]Jrlﬂ))) (]803)
= (C;+1a) (f(z,;l))

(C(

para i < j. Segue-se que

*C = 0 En: Y (=)™ Chi

=1 a=0,1
n n—1
= Z Z > ) (Cliy) .
0,1 j=1 8=0,1
= > Z [(Ctin)) G0y — (Clny) gy — (Clim) oy + (Cany) ]
i=1 j=1

e fazendo o35 = (—=1)"" [(Cli0)) o) — (Cioy) gy — (Cen) o) + (Ciny)in] temos para
i < j.
O(j+1)i = (_1)&]:“ [(Cl1.0)60) — (Ciron) ey — (Civin)ao) + (Ciurin) )]
= (=)™ (Cu0)io) — (Can)eo) — (Cuo)ey + (Can)un)

= _Uij-

Sendo assim

n n—1

820 = ZZUU




n—1 n
- Za(j+1)1 + Zgil +
j=1 =2

n—1 n
- E OG+1)2 T g 042
j=2 =3

j=n—1
=0

Sendo o teorema valido para qualquer cubo singular n-dimensional, ele é valido para
qualquer n-cadeia singular. m

1.2 Integracao em cadeias

O fato de termos tanto d> = 0 como 9> = 0, além da semelhanca simbélica, determina
uma conexao entre cadeias e formas. Tal conexao se estabelece ao integrarmos formas
sobre cadeias. No que segue consideraremos apenas cubos n-dimensionais singulares dife-
renciaveis.

Definigao 1.2.1 Sendo w uma forma k-dimensional em [0, 1]*, existe uma tnica funcgao
f que satisfaz w = fdxy A --- A\ dxg. Definimos

[w= g adn
[0,1)* [0,1]%

Definicao 1.2.2 Sendo w wuma forma k-dimensional sobre A e C' um cubo singular
k-dimensional, em A, definimos

/ w= / C*w

c [0,1]*

Definigao 1.2.3 Sendo w uma forma k-dimensional sobre A e C' = a;C; uma cadeia
singular k-dimensional, em A, definimos

Jor=e )

1.3 O elemento de volume

Definicao 1.3.1 Seja M uma superficie no R™, com fronteira, k-dimensinal, munida da
orientacao n. O elemento de volume de M € a forma diferencial w de grau k—1, definida
pondo-se para cada v € M , w(x) € AF(T,M)* denotado por dV.

Definicao 1.3.2 Sendo M compacta no R™ definimos o volume de M como sendo

/dV.
M

n—1
E (7]+1 (n—1) +’§ Uzn 1)



Para superficies unidimensionais ou bidimensionais, o termo volume é geralmente subs-
tituido por comprimento ou area, empregando no lugar de dV, ds para o elemento de
comprimento e dA ou dS para o elemento de area.

Definigao 1.3.3 Seja M C R3 uma superficie tridimensional, e seja n(z) a normal ex-
terior unitdria em v € M. Definimos w € N*T,M por

wv,u) =] u | =(@vxunz)=dA,u)

Em particular, w(v,u) = 1 quando v, u compuserem uma base ortonormal de T, M. Se
v X u for um miultiplo de n(x) teremos

dA(v,u) = |v X u|

Teorema 1.3.4 Seja M uma superficie orientada com ou sem fronteira, no R3. Sendo
1 a sua normal unitdria exterior, temos que

dA = mdy N dz + nadz A dz + nsdx N\ dy (1)

Além disto, sao validos em M as relagoes

mdA = dy N dz (2)
nedA = dz N dx (3)
nsdA = dx A dy (4).

Demonstracao . Sendo n = (n1,m2,713),v = (v1,v2,v3) € u = (U, ug, uz) temos que
relagdo (1) equivale a
U1 ) U3
dA(U, U) = Ul (5) Uus
m(z) na(z) ()

Para demonstrarmos as outras relagoes, tomemos 2z € T,R?. Sendo v X u = an(z)
para algum o € R, temos entao

(z,0(2)) - (v xu,n(x)) = (z,n(z))

Q@
= (zan(z)) = (z,v X u)
Tomando agora sucessivamente z = ey, €3, €3 obtemos

(er, n(@)) - (v x u,n(x)) = (1, v X u)

entao
mdA(v,u) = (e1,v X u) = voug — UV3



por outro lado

dy Adz(v,u) = ‘dy(v) dy(u)‘

dz(v) dz(u)
V2 Uz
V3 U3

= Uglz — UgU3
comparando com 1;dA (v, u) obtemos
mdA =dy ANdz
de forma analoga, fazendo z = €5, e3 obtemos
ModA = dz N\ dx
n3dA = dx N dy

respectivamente.

1.4 O teorema de Stokes

Finalmente estamos em condigoes de sintetizar a relacao entre formas, cadeias, d e 0. Esta
relagao fica bem determinada no enunciado do teorema a seguir conhecido como teorema

de Stokes:

Teorema 1.4.1 (Stokes) Dado um aberto A de R"™, sejam w uma forma de dimensao
k—1 e C uma cadeia k-dimensional, ambas sobre A. Temos

/dw:/w
C ac

Demonstracao . Pela definicao de integral e pelo teorema 7?7 temos

/dw :/ cFdw :/ dc*w
c [0,1]% [0,1]%

Uma vez que c*w é uma k — 1-forma em [0, 1]* pode ser escrita como

k

i=1
Para determinadas funcoes gi, gs, - - - , g, definidas em [0, 1]*. Por isso

k k

. , dgi
dw = d(g;dt,dts - - - dt; - - - dty,) = —1’“/ Ldtidty - - - diy.
/széﬁuk@lg 0 =>"(=1) vty -+~ diy

i=1 —1 o1 Oti




Alterando a ordem de integracao e, posteriormente, aplicar o teorema fundamental do
calculo em uma variavel, temos

a 1 i ~
/ g dtldtQ U dtk = / a—gdtidtldtg T dti T dtk
1)k Oti 01)¢ Oti

:/ . (gi(tla"'ati—l>1ati+17"'atk)_gi(tla'"ati—laoati-‘rla"'atk))dtldtQ"'d%i"'dtk
[0,1]k=1
as férmulas

Gi(te, -+ tica, Litigpr, -+, ty)dtadty - - - dt; - - - dty,

Gi(te, - tic1, 0,81, -+ L) dtdty - - - dt; - - - diy,

L N N . .
nada mais sao que CuanW 5 ()W Tespectivamente. Assim,

k

dw = (—1)”1/ dty---dt; - dty,
fc ; [0 l]k a

k

= Z(_l)zﬂ/ (sz',nw_cfz',o)w)
i—1 [0 1]k—1

— 'L+p C*i w

- Sy / we [ w
i=1 p=0,1 €(4,p)

0 que comprova o resultado.

1.4.1 Os Teoremas Classicos a partir de Stokes

Temos agora a disposi¢cao todo o instrumento necessario para enuncinar e demonstrar os
teoremas classicos do tipo Stokes.

Teorema 1.4.2 (Green) Seja A um aberto do R* com fronteira. Para quaisquer fungoes
diferencidveis a, 5 : A — R se tem

/ad:}c—kﬁdy—//%—a—a Ydxdy
DA
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Demonstracao . Observemos que

d(adr + Bdy) = d(adz)+ d(Sdy)

0« oJe! ap ap
= (%dx + 7dy) A dz + (%dx + ?dy) A dy
Ja ap
= a—ydy/\dx—i-%d:c/\dy
o  Oa
Aplicando o teorema 1.4.1 temos

06 O« B
/ A(% — a—y)dxdy = /BA adx + Bdy

Teorema 1.4.3 (Gauss) Seja S C R3 uma superficie tridimensional com fronteira, e
seja n a normal unitaria exterior a 0S. Para um campo vetorial F(z,y,z) definido em

S, temos:
/ F -ndS :/didexdydz
s S

Demonstracao . Pelo teorema 1.3.4 observamos que a igualdade acima pode ser
expressa como:

OF, O0F, O0OF;

/ Fidydz + Fydzdx + Fsdxdy = /( + + Ydxdydz
S S
dlw) = d(Fidydz + Fydzdx + Fydxdy) = d(Fy)dydz + d(Fy)dzdx + d(F3)dxdy
( ox 0 oy
OF;
d dz)dxd
+<8x dy y+82 2)dwdy
OF3
o a—ydydzd:v + Edzdxdy
( ox dy 0z
/ Fidydz + Fodzdr + Fidxdy = /dw = / w
s S s

ox dy 0z
entdo definimos em S, w = Fidydz + Fydzdz + Fsdxdy e calculemos d(w)
F F F: F: F: F:
O ) 1 2 Ly + 0 Ldz)dydz + (a 2 g+ 2 2 dy + 0 2 dz)dzda
Yy 0z ox 0z
F: F:
0 Sdx + OF;
OF oF:
= Ldvdydz + =2
F F: F:
oh + oy + 0 2\ dadydz
aqui utilizamos o fato de que dz; Adr; = —dx; Adz; e dx; Adr; = 0. Asssim basta aplicar
o teorema 1.4.1 concluimos que
oF, O0F, 0F;3
[g(ax+6y+82)$yz

Portanto segue o resultado.
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Teorema 1.4.4 (Stokes) Seja M uma superficie contida no R?, seja n a normal unitdria
exterior a M. Dado um campo vetorial T em OM para o qual ds(T) = 1 e um campo
vetorial arbitrdrio em um aberto que contém M, se tem

/rotF-ndA:/ F-Tds
M oM

Demonstracao . Definimos w em M por w = Fidx + Fydy + Fsdz. Como as
componentes de rotF' sao

OFy; 0F, OF OF, 0F OR

oy 0z 0z oxr ' Ox oy

utilizando os mesmos passos na demonstragao do teorema 1.4.3, deduz ser valida em M

 OF; OF,
0F, OF;
(82 - Ydz A dx
0Fy O0F;
(o~ gy e Ny
= dw

Por outro, uma vez que ds(T') = 1, sao validas em oM

Tids = dz
Thds = dy
Tzds = dz

entao se verifica em M que

F-Tds = FlTldS + FQngS + F3T3d8
= Fidx + Fydy + Fsdz

= w

Logo aplicando o teorema 1.4.1 concluimos que

/rotF-ndA = /dw
M M
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Consideracoes Finais

Esse trabalho apresentou os conceitos de n-cadeias ficando claro que a sua aplicacao
facilita sobremaneira a interpretacao e representacao de certos fenomenos que sao di-
ficilmente compreendidos e representados usando-se a abordagem vetorial classica. Final-
mente apresentou-se uma aplicacao do teorema de Stokes, para redemonstrar os teoremas
classicos de uma forma mais precisa e elegante.
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