A FUNÇÃO y = x2 E AS TRANSFORMAÇÕES SOBRE SEU GRÁFICO:


Um candidato me perguntou o que era a forma canônica da função quadrática. A forma abaixo é conhecida como forma canônica da função quadrática:
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Toda função quadrática dada na forma y = ax2 + bx + c pode ser escrita na forma canônica. Pegando uma “caroninha” na curiosidade do candidato, vamos aproveitar para fazer alguns comentários a respeito de dilatação, translação ou simetria nos gráficos de funções, em especial, a função quadrática. Para isso, estaremos sempre partindo do gráfico de y = x2.


Tendo o gráfico de uma função da forma y = f(x), o gráfico da função Y = a . f(x), com o número real “a” sendo positivo, é uma dilatação (se 0 ( a ( 1) ou uma compressão (se a ( 1) do gráfico da função f. Por exemplo, no gráfico da função Y1 = 2x2 ou da função Y2 = 
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x2, teremos, respectivamente, uma compressão ou uma dilatação sobre o gráfico da função y = x2. Veja por meio das figuras abaixo:
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   y = x2   


           Y1 = 2x2    


                         (função original)

  (compressão)
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Y2 = 
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            (dilatação)



Tendo o gráfico de uma função da forma y = f(x), o gráfico da função Y = f(x – a) corresponde a uma translação horizontal do gráfico da função y = f(x). Será uma translação  para a direita se o número real “a” for positivo; será uma translação para a esquerda, se o número real “a” for negativo. Sejam, por exemplo, as funções Y1 = (x – 1)2 e Y2 = (x + 2)2. O gráfico de cada uma delas é exatamente uma translação do gráfico da função y = x2 para a direita ou para a esquerda respectivamente. Acompanhe o raciocínio pelas figuras abaixo:
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        y = x2 


        Y1 = (x – 1)2 
 


      (função original)

  (translação para a direita)
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Y2 = (x + 2)2
(translação para a esquerda)


Tendo o gráfico de uma função da forma y = f(x), o gráfico da função Y = f(x) + a corresponde a uma translação vertical de y = f(x). Será uma translação no sentido positivo de Oy se o número real “a” for positivo; será uma translação no sentido negativo de Oy, se o número real “a” for negativo. Por exemplo, sejam as funções Y1 = x2 – 1 e Y2 = x2 + 
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. Seus respectivos gráficos corresponderão a transladar ordenadamente o gráfico de y = x2 para baixo e, em seguida, para cima. Veja:
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          y = x2 


    Y1 = x2 – 1


                         (função original)

(sentido negativo)
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     Y2 = x2 + 
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(sentido positivo)


O gráfico de Y1 = –f(x) é o simétrico do gráfico de y = f(x) em relação a Ox; o gráfico da função  Y2 = f(–x)  é  o  simétrico  de y = f(x)  em relação a Oy. Por exemplo, o gráfico da função F1 (x) = –(x + 2)2 é simétrico  (em relação a Ox)  do  gráfico de F(x) = (x + 2)2. (veja: F1 (x) = –F(x)). O gráfico de F2 (x) = (–x – 1)2 é simétrico (em  relação  a  Oy)  do gráfico de f(x) = (x – 1)2 (veja que F2 (x) = f(–x)). Observe as figuras abaixo:

             F(x) = (x + 2)2                      F2 (x) = (–x – 1)2            f(x) = (x – 1)2
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            F1(x) = –(x + 2)2     

        (simetria em relação a Ox)

(simetria em relação a Oy)


Vamos construir o gráfico de y = –2(x + 1)2 – 3 ou, em outras palavras,  o  gráfico  da  função  y = –2x2 – 4x – 5.  Partindo  do  gráfico de y = x2 e somando 1 à variável independente x (é a obtenção do “x + 1” da função descrita), o gráfico de y = x2 sofre uma translação à esquerda:




y = (x + 1)2                 y = x2   
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         (translação à esquerda)


Ao multiplicarmos por 2, o gráfico de y = (x + 1)2 sofre uma compressão. Encontramos o gráfico, então, de y = 2(x + 1)2. Veja:
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 (compressão)


Ao multiplicarmos por –1, o gráfico de y = 2(x + 1)2 sofre uma simetria em relação a Ox. Encontramos o gráfico de y = –2(x + 1)2. Veja como fica:




              y = 2(x + 1)2
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                y = –2(x + 1)2   




  (simetria em relação a Ox)


Ao subtrairmos 3, o gráfico de y = –2(x + 1)2 sofre uma translação vertical no sentido negativo de Oy. Encontramos, finalmente o gráfico de  y = –2(x + 1)2 – 3. Veja a última transformação a ser feita para se chegar ao gráfico desejado:
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(translação vertical no sentido negativo de Oy)


Voltando à forma canônica, após aplicarmos a propriedade distributiva, ficaremos com:
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Lembrando que, em toda função quadrática, temos: 
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, podemos, finalmente, dizer que toda função quadrática pode ser escrita na forma abaixo:
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De onde é fácil perceber que houve seguidas transformações no gráfico de y = x2: uma translação horizontal provocada por –xV; uma dilatação (ou compressão) provocada pela multiplicação por | a | (lembrando que pode existir simetria em relação a Ox, caso tenhamos “a” negativo) e uma translação vertical provocada pela adição de yV. Essas transformações não são tão facilmente percebidas quando a função está escrita em sua forma f(x) = ax2 + bx + c.


A forma canônica da função quadrática mostra, sucintamente, as transformações ocorridas no gráfico de y = x2. Eis uma das belezas e utilidades da forma canônica.
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