AS VARIÁVEIS LIVRES DE UM SISTEMA LINEAR:


Começaremos fazendo algumas considerações a respeito da discussão de sistemas lineares. Discutir um sistema linear significa avaliar se o sistema possui ou não solução. No caso de possuir solução, cabe ainda avaliar se a solução é única ou se existem infinitas soluções. Possuindo solução, o sistema é dito possível ou compatível. Com uma única solução, é chamado de sistema possível determinado (SPD); com infinitas soluções, sistema possível indeterminado (SPI). Não possuindo solução, o sistema é dito impossível (SI) ou incompatível. Basicamente, isso é discutir um sistema.


Para chegarmos a essas conclusões, começamos verificando se o sistema é um sistema linear de mesmo número de equações e incógnitas ou não. Caso seja, calculamos o determinante formado pelos coeficientes das incógnitas. Se esse determinante for diferente de zero, o sistema é SPD; caso contrário, poderá ser SI ou SPI. Para tirarmos essa dúvida, deveremos escalonar o sistema (um sistema é dito escalonado se o número de incógnitas com coeficientes nulos antes da primeira incógnita com coeficiente diferente de zero aumenta a cada equação).


Durante o escalonamento, se obtivermos alguma equação com todos os coeficientes das incógnitas nulos e termo independente não nulo, o sistema é SI. Após o escalonamento, se recairmos em um sistema com mesmo número de equações e incógnitas, o sistema será SPD; se recairmos em um com mais incógnitas do que equações, o sistema será SPI.


Convém ressaltar que, caso o sistema não tenha o mesmo número de equações e incógnitas, só é possível discuti-lo por meio do escalonamento (não é possível formar determinante, porque o número de equações e de incógnitas não é o mesmo).


Todas essas considerações são válidas também para os sistemas lineares homogêneos (têm termos independentes nulos), com a ressalva de que eles têm a vantagem de jamais serem SI, pois a solução nula sempre é cabível.


Feitas as devidas considerações, vamos ao que interessa. Nosso objetivo hoje é falarmos a respeito das variáveis livres de um sistema linear possível indeterminado. Para isso, vamos brincar com dois sistemas lineares. 


Uma variável é dita livre quando não tem seu valor expresso em função de outra variável. Por exemplo, na equação x + y = 5, as soluções podem ser expressas por pares ordenados da forma (x, 5 – x) ou por pares ordenados da forma (5 – y, y). Na primeira solução geral (primeiro par), x é a variável livre (y está escrito em função de x) e, na segunda solução geral (segundo caso), y é a variável livre (agora x está escrito em função de y).


Vamos ver como isso ocorre nos sistemas lineares. Seja, por exemplo, com o sistema abaixo, nosso primeiro sistema analisado:
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Por se tratar de um sistema que não possui mesmo número de equações e incógnitas (3 incógnitas e 2 equações), para podermos verificar se é SPD, SPI ou SI, precisamos escaloná-lo:
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Em outras palavras, podemos dizer que o sistema, após escalonado, fica:
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Obviamente, o sistema acima, já escalonado, que possui mais incógnitas do que equações, é um sistema possível indeterminado (SPI) e, como todo e qualquer sistema possível indeterminado, possui pelo menos uma variável livre. O número de variáveis livres de um sistema escalonado pode ser obtido fazendo-se a diferença entre o número de incógnitas e o número de equações. Essa diferença é o chamado grau de indeterminação do sistema. No caso do sistema acima, a quantidade de variáveis livres é igual a 1, pois há 3 incógnitas e 2 equações apenas (em outras palavras, o sistema tem grau de indeterminação igual a 1). A pergunta que não quer calar é: havendo três variáveis no sistema (x, y e z), qual das três será a variável livre? E a resposta é bastante simples: qualquer uma das três serve, bastando para isso que se façam os cálculos de maneira conveniente.


Olhemos para o sistema escalonado. Vamos começar elegendo x para ser nossa variável livre. Na primeira equação, passemos x para o segundo membro, ficando com o sistema abaixo, que parece ser escrito apenas nas variáveis y e z, sendo x uma mera “constante”. É claro que demos uma forcinha para “transformar” x em “constante”. Ficaremos com o sistema:
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Resolvendo-o, como se x fosse um número real, encontramos a solução (em função de x) 
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Agora, ainda no sistema escalonado, o eleito para variável livre será y. Na primeira equação, passemos 2y para o segundo membro e, na segunda equação, façamos algo análogo, passando também –5y para o segundo membro. Desse jeito, também “transformamos” y em mera “constante”. Ficaremos com o seguinte sistema linear, com incógnitas x e z:
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Resolvendo o sistema acima, também considerando y como se fosse um número real, encontramos 
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Por último, mantendo-nos também no sistema escalonado, elejamos z para variável livre. Passemos –3z para o segundo membro na primeira equação e, similarmente, passemos 5z para o segundo membro na segunda equação. Novamente, “transformamos” em uma “constante” a incógnita z. Ficamos com o seguinte sistema:
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Cuja solução é 
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É óbvio que você deve estar se perguntando qual dessas formas de indicar a solução é a “correta”, já que parecem tão diferentes umas das outras. E a resposta, mais uma vez, é simples: todas são igualmente corretas. Toda solução numérica do sistema que eu posso obter com uma terna também posso obter com outra. As soluções se equivalem, apesar de utilizarem variáveis livres diferentes.


A título de exemplo, vamos analisar um segundo sistema linear, dessa vez com grau de indeterminação igual a 2 (observe que o sistema abaixo já está em sua forma escalonada):
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Na primeira equação, mudando de membro as incógnitas x e y (ou seja, “transformando-las” em “constantes”), ficaremos com o seguinte sistema:
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Calculando a segunda equação menos a primeira (o que seria equivalente a multiplicar a primeira equação por –1 e somar com a segunda), obtemos w = x + y + 2. Substituindo esse valor de w na segunda equação, vem: 2(x + y + 2) + z = 6 ( z = 6 – 2x – 2y – 4 = 2(1 – x – y). Logo, a solução do sistema proposto é S = {(x, y, x + y + 2, 2(1 – x – y))}, em que as duas variáveis livres são x e y.


Apenas para reforço, vamos eleger, nesse último sistema proposto, como variáveis livres, y e w. Da primeira equação, podemos tirar que x + y = 4 – w – z (1); da segunda, podemos concluir que z = 6 – 2w (2). Substituindo (2) em (1), ficamos com x + y = 4 – w – (6 – 2w) = w – 2. Então, se x + y = w – 2, temos, na verdade, x = w – y – 2, ou melhor, a solução do sistema é igual a S = {(w – y – 2, w, y, 6 – 2w)}, que é uma solução em função de y e w.


No fundo, a variável livre é aquela que “perde” a cédula de identidade de incógnita e ganha outra cédula de constante real, ou seja, é considerada como se constante real fosse.


É claro que, tal qual fizemos no primeiro sistema com que trabalhamos, as duas variáveis livres desse sistema podem ser quaisquer duas, dentre as seis existentes. Basta para isso que se façam os cálculos de maneira conveniente. Vale a dica de que é possível encontrar 6 tipos de soluções diferentes (que correspondem ao número de combinações de 4 variáveis, tomadas 2 a 2), porém equivalentes, de acordo com as variáveis livres escolhidas. É uma boa brincadeira para você experimentar o prazer de descobrir que aprendeu de verdade as idéias que leu.
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