PAGE  
14

FUNÇÕES CARACTERÍSTICAS
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1- INTRODUÇÃO  


A função geradora de momentos, definida como uma série infinita ou uma integral imprópria tem sua existência condicionada à convergência delas. Uma função semelhante com 
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é a chamada função característica de uma variável aleatória 
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(notação: 
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) . Em relação à primeira, tem a vantagem de que ela sempre existe, para quaisquer valores de 
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. Além disso, é possível obter as funções densidade e distribuição da variável aleatória.

Definição 1:  A função característica associada a uma variável aleatória 
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, é definida por:
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Assim, para variáveis aleatórias discretas, a função característica é dada pela série numérica, isto é,


[image: image8.wmf]()

n

itx

n

n

tpe

f

=

å


onde 
[image: image9.wmf]()

nn

pPXx

==

e para variáveis aleatória contínuas, a função característica é dada pela integral imprópria, isto é,


[image: image10.wmf]()()

itx

tefxdx

f

¥

-¥

=

ò


Exemplo 1: Determine a função característica da distribuição uniforme 
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Resolução:
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Fig. 1

Teorema 1: (Critério de comparação) Sejam 
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 e 
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 duas funções de uma mesma variável aleatória discreta 
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Demonstração: Denotemos por 
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 as somas parciais de ordem 
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Sendo 
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Analogamente, se 
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 são duas funções contínuas da variável aleatória
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Definição 2: Dizemos que a série numérica 
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 é absolutamente convergente se a série 
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Teorema 2: (Teorema da convergência absoluta). Se a série 
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Demonstração:  Fazendo 
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é absolutamente convergente, então 
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 é convergente. Assim, pelo Teorema 1, a série 
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 é convergente. Sendo a diferença de duas séries convergentes, uma série convergente, então 
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Para variáveis aleatórias contínuas a mesma idéia se aplica. Se 
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é uma função de uma variável aleatória contínua 
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Procurando condições com que possamos diferenciar 
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, é conveniente introduzir o conceito de convergência uniforme.

Definição 3: (Convergência uniforme). Uma seqüência de funções 
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Teorema 3: (Teste M de Weierstrass) Dada a seqüência de funções 
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Demonstração: Por hipótese, 
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para todo 
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2 - EXISTÊNCIA E PROPRIEDADES 

Teorema 4: (Existência da função característica). A série ou a integral imprópria que define a  função característica converge uniformemente e absolutamente para 
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Demonstração: Se a variável aleatória 
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 for discreta, 
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, então pelo Teste M de Weierstrass, as séries 
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 são uniformemente convergentes. 

O mesmo raciocínio é válido para variáveis aleatórias contínuas, substituindo as séries por integrais.
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Teorema 5: A função característica 
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Demonstração: 
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Todas as funções características devem satisfazer as condições i), ii) e iii). Estas condições não são portanto suficientes, isto é, nem toda função 
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 satisfazendo essas condições é função característica de alguma variável aleatória.


A seguir apresentaremos sem demonstração o Teorema de Bochner, que dá as condições necessária e suficiente para uma função 
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 ser uma função característica.

Teorema 6: (Bochner) Seja a função 
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3 - CÁLCULO DE MOMENTOS ATRAVÉS DA FUNÇÃO CARACTERÍSTICA

A partir do Teorema 4 e do Teorema Fundamental do Cálculo, demonstra-se que é possível derivar termo a termo a série ou derivar sob o sinal de integração a função característica. Esta propriedade será útil no cálculo do k-ésimo momento da variável aleatória 
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Teorema 7: Suponhamos que o k-ésimo momento 
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Demonstração: Seja 
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uma variável aleatória discreta tal que 
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 segue a existência do k-ésimo momento em valor absoluto. Assim, 
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Fazendo 
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 em (1), temos o resultado desejado. 
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Exemplo 2: Suponha que a variável aleatória 
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 tem distribuição de Poisson, isto é, 
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é uma constante positiva. Calcule a função característica de e a variância 
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Resolução:
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Além disso,  
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Exemplo 3: Ache a função característica e os momentos (função geradora de momentos) da distribuição normal padrão. 

Resolução:
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. De fato, considere a integral 
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Pelo Teorema de Cauchy,  
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Note que
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Teorema 8: Seja 
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Exemplo 4: Calcule a função característica da distribuição normal.

Resolução: Queremos determinar a função característica de 
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4 – SEMI-INVARIANTES


Seja a função 
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. De maneira equivalente, podemos escrever que  
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Derivando a expressão (2) em relação a 
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Analogamente, 
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Observação 1: O nome semi-invariantes vem do fato que sob a translação, isto é, sob a transformação, 
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Portanto, a translação muda somente o coeficiente do termo 
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 e podemos dizer que a mudança ocorre no semi-invariante de 1a ordem.

Exemplo 5: Calcule os semi-invariantes da distribuição de Poisson.

Resolução: Pelo Exemplo 2, 
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5 – A FUNÇÃO CARACTERÍSTICA DA SOMA DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS INDEPENDENTES 

Sejam 
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Este resultado pode ser generalizado para um número qualquer de variáveis aleatórias independentes.

Teorema 9: A função característica da soma de 
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Demonstração: O teorema é válido para 
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Exemplo 6: Suponha que duas variáveis aleatórias 
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Observação 2: A recíproca do Teorema 9 não é verdadeira, isto é, a função característica da soma de variáveis aleatórias dependentes pode ser igual ao produto de suas funções características. O próximo exemplo ilustra este fato.

Exemplo 7:  A função densidade da distribuição conjunta das variáveis aleatórias 
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Inicialmente, mostraremos que as variáveis aleatórias 
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Esta transformação é ilustrada nas Figuras 3 e 4 abaixo.
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Determinaremos agora a função característica de 
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Analogamente, 
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 6 – DETERMINACAO DA FUNÇÃO DISTRIBUIÇÃO ATRAVÉS DA FUNÇÃO CARACTERÍSTICA 
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Demonstração: Seja 
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Da fórmula 
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Logo, 
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. 
A demonstração para variáveis aleatórias discretas é semelhante, basta substituir as integrais por séries.

Observação 3: Desde que os números 
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Teorema 11: Se a função característica é absolutamente integrável sobre o intervalo 
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Demonstração: Da integrabilidade absoluta da função 
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onde 
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Exemplo 8: A função característica da variável aleatória 
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