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O Senhor Z é dono de uma oficina muito movimentada na cidade de Y. Ele
querendo maximizar seus retornos e também, visando a realizacdo de novos
investimentos na sua oficina. Resolveu procurar vocé/SA, para fazer um
planejamento da sua produgdo, visando a maximizacdo do seu lucro e
identificar possiveis dreas para realizacdo de novos investimentos. Os dados da
empresa estdo logo abaixo:

Uma oficina mecdnica deseja alocar o tempo ocioso disponivel em suas
mdquinas para a producdo de 3 produtos. A tabela abaixo da as informagoes
sobre as necessidades de horas de maquina para produzir uma unidade de cada
produto, assim como a disponibilidade das maquinas, o lucro dos produtos e a
demanda mdxima existente no mercado. Deseja-se o esquema semanal de

producdo de lucro maximo?

Tipo de Tempo
Maquina Produto 1 Produto 2 Produto 3 disponivel
Torno 5 3 5 400
Fresa 8 4 0 500
Furadeira 2 5 3 300
Lucro 20 15 18
Demanda
Semanal maxima 40 50 20

Nota: Este problema serda resolvido através da pesquisa
operacional, onde utilizarei técnicas de programacdo matematica,
sobretudo a programacdo linear. Inicialmente resolvereili pela
férmula Algébrica e depois pelo MS-Excel.

Todo o problema de programacdo linear é caracterizado por
apresentar restrigdes e fungdes lineares. Como mostra a figura

abaixo:
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Max imizar (ou minimizar)
L =0\x +oax, tote,x,
sujeltoa
X, ta,x, +..t+ta,x, =b (ouz= ou=)

Ay X, TlyX, Tt d, X, < b, (ouz, ou=)

X, +..+a,x, =0, louz, ou=)

Figural: Modelagem da programag¢do linear

Z= cl x1 + c2 x2 + .+ cn xn designa-se por funcdo objetivo
(f.o.).
AixI+. .. oi i it e anxn designa as restrigcdes técnicas

X1,x2. ... 000 iieeeenn. xXn designa as varidveis de decisdo

O primeiro passo de toda a modelagem matemdtica e selecionar
as variadveis de decisdo que no nosso caso vamos chamar de x1, x2
e x3

Sendo x1=> Quantidade a ser produzida/vendida do Produto 1

x2=> Quantidade a ser Produzida/Vendida do Produto 2
x3=> Quantidade a ser Produzida/Vendida do Produto 3

O 2° Passo modelar a funcdo objetivo, como Senhor 7 deseja
maximizar o lucro, portanto a funcdo objetivo do estudo em
questao e:

Fungdo Objetivo MAX L = 20x1+15x2+18x3

O 3° Passo a modelagem das restricdes técnicas

5x1+3x2+5x3<=400 (Horas disponiveis no torno)

8x1+4x2<=500 ( Horas Disponiveis na Fresa)

2x1+5%x2+3x3<=300 ( Horas disponiveis na Furadeira)

X1<=40 ( Demanda Maxima semanal de P1)
X2<=50 ( Demanda Maxima Semanal de P2)

X3<=20 ( Demanda M&axima Semanal de P3)
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Varidveis de ndo negatividade X1, X2 e x3 20 (Condi¢do que deve ser

produzir)

MODELO NA FORMA PADRAO DO SIMPLEX

MAX L= 20x1+15x2+18x3+0f1+0f2+0£3+0£4+0£5+0£6+0£7
Sujeito a:

5x1+3x2+5x3+£1=400

8x1+4x2+f2=500

2x14+5x%2+3x3+£3=300

x1+F4=40

x2+F5=50

x3+F6=20

Varidveis de ndo negatividade X1 e X2 >0

O método simplex foi criado pelo matemdtico George Dantiz,
conhecido como o pai da programagdo linear. Em 1947, George
Dantzig com a colaboragdo de Koopmans, ambos a trabalhar no
Departamento da Forca Aérea Americana, apresentaram um método
denominado Simplex para a resolucdo dos problemas de Programagéo

Linear (P.L.).

Coluna Para Registro das
registrar as equacdes na forma
varidveis basicas Padrao.

de solugao

X1 | Xo Fl 2 F3 VSM
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A funcdo objetiva sofre uma transformacdo de MAX L=

20x1+15x2+18x3. PARA 72-20x1-15x%2-18x%3

Solucdo Inicial

Tabela 1:

VB | Xl X2 X3 F1 F2 | F3 | F4 | F5 | F6 | VSM

5 3 5 1 0O 0 0| 0 0 | 400
8 4 0| 0 1 0o 0 0] 0o | 500
2 5 3 o o 1 0 ol o | 300
1 0 o ol 0o o 1| 0 0o | 40
0 1 o ol o o o 1] 0o | 50
0 0 1 o/ 0o 0o 0 0] 1 20

FX) -20/ -15 | <18 0 | 0o | 0 0 0| o0 0

A solucdo inicial mostra que ndo esta sendo produzido nenhum
dos produtos ( X1,X2 e X3=0), e esta sobrando F1=400, F2=500,
F3=300, F4=40, F5=50 e F6=20. Claramente esta ndo é a solucéo
6tima, pois a prépria funcdo objetivo nos mostra que é viavel a

producdo.

Os vetores das VB formam sempre uma
Matriz Identidade

7S

AS VB tém sempre coeficiente nulo na
equagao de (FX)

O Valor das VB, F1l,F2,F3 ,F4,F5 e F6 e
lido diretamente na coluna VSM

T B

O valor de F(x) é lido diretamente na
coluna VSM
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Nota: A solugdo o6tima e adquirida quando se obtém Maximo no
caso de problemas de maximizagdo e F(x) minimo no caso de
minimizacao.

2° solucdo: Devemos escolher uma varidvel para entrar na base
e outra para sair da base. O critério de escolha da wvariavel que
sal da base é a que apresentar o maior valor negativo e sai da

base a variavel de menor ratio.

VB X1 X2 X3 F1 F2 F3 F4 F5 F6 | VSM | Ratio

5 3 5 1 0 0 0 0 0 | 400 @ 80
8 4 0 0 1 0 0 0 0 | 500 | 6550
2 5 3 0 0 1 0 | 0 0 | 300 150
1 0 0 0 0 0 1 0 0 40 | 40
0 1 0 0 0 0 0 1 0 50
0 0 1 0 0 0 0 0 1 20

FX) | 20 ~-15  -18 | 0 0 0 0 0 0 0

Entra na base (X1)

Qual varidvel sai da base

‘ Deve sair da base a variavel que oferece a menor “ratio” ndo negativa

Neste caso sai da base F4

ot araad porgue o aimplex 50 gna ol adissiveis sutisTudem Fodos o restie)

Introduza X1 no subsistema desta equacdo para estudar a
solucdo:

1) 5x1+£f1=400 => X1=400/5= 80

2) 8x1+F2=500=>X1=500/8= 62,50

3) 2x1+F3=300=> X1=300/2=150

4) X1+F4=40= X1=40/1=40 [::j> F4 sai da base.
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Quando se fala gque uma variavel entra na base significa que
vamos produzir somente ela. E quando uma variavel sai da base

significa que vamos consumir todos os recursos desta variavel.

Tabela da segunda Solugédo 2

VB X1 X2 X3 F1 F2 F3 F4 F5 Fé6 VSM

0,00 3, 5,00 1,00 0,00 | 0,00 -5 0,00 | 0,00 200

0 4 0 0 1 0 -8 0 0 180

0 5 3 0 0 1 -2 0 0 220

1 0 0 0 0 0 0 0 40

0 1 0 0 0 0 1 0 50

0 0 1 0 0 0 0 1 20

F(X) 0 -15 -18 0 0 0 20 0 0 800

Na segunda solugcdo a oficina mecénica vai produzir apenas X1
(P1l) na quantidade de 40 unidades e gerando um lucro maximo de
R$ 800,00. Porém esta sobrando F6=20, ou seja, ndo estédo
atendendo a demanda do produto P3 (x3) e nem a demanda do
produto P2 (X2)=50, sobrando em estoque F1=220 horas (furadeira)
disponiveis para fabricacéo dos demais produtos, F2=180 horas
(fresa) também para fabricacdo dos produtos e Fl= 200 horas
(torno) para a fabricacdo dos produtos. Percebe-se que esta nédo
é a Unica solucdo 6tima para este exercicio.

NOTA: para encontrar tabela 2, basta multiplicar a linha (4)
x o coeficiente de X1 na tabela 1 (+) as linhas deste
coeficiente. Exemplo para achar a 1linha 1 da tabela 2,
multiplica a linha pivdé( a mesma esta em negrito) x a primeira
linha da tabela 1 de forma a zerar X1 desta linha, ou seja, 1x-

5+5 e assim sucessivamente para todos.
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3° Solucgéo

Entra na base X3, poils possuiu o maior valor negativo,

da base F6, pelo fato de ter o menor ratio.

VB | X1 X2 X3 Fl 2
0,00 3, 500 | 1,00 | 0,00

0 4 0 0 1

0 5 3 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

FX) | 0 -15 -18 0 0

F3
0,00
0

S o o e =

20

Tabela 3: Terceira Solucgédo

VB | X1 X2 X3 F1 F2

=TT T N I — T — i —)
=T S — T B — I — T — i )
S e O o o o -
oSO e o o o = O

F(X)

F3

oSO e o o = O O

20

F5

=R N = =N el )

F5

0,00

0

oo = e O

1
18

Fé6
0,00
0

0
0
0
1
0

VSM
100
180
160
40
50
20

1160

e

sail

VSM
200
180
220
40
50
20
800

Nesta solucdo a empresa esta produzindo apenas X1=40 e X3=20,

1.160.

gerando um lucro Maximo de

RS

Sobrando

folga

F1=100,F2=180 e F3=160, ficando evidente que é viadvel produzir o

produto X2, pois temos recursos para isso.
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4° Solucgéo

VB | X1 X2 X3 F1 F2 F3 F4 F5 F6 | VSM

0 3 0 1 o | o 5| 0 | -5 | 100
0 4 0 | 0 1 0 -8 0 0 | 180
0 5 o o o0 |1 20 | 3| 160
1 0 0o 0 |0 | o0 0 40
0 1 0o 0 | 0 | o0 1 50
0 0 1 0 | 0 0 0 1 20
FX) 0 -15 0 0 | 0 |0 20 0 | 18 | 1160

Entra na base X2, ou seja, vou produzir P2 e sai da base F3

Tabela 4:
VB X1 X2 X3 F1 F2 F3 F4 F5 Fo6 VSM
0 0 0 1 0 -1 -4 0 -3 4
0 0 0 0 1 -0,8 | -6,4 0 2,4 52
0 1 0 0 0 0,2 | -04 0 -0,6 32
1 0 0 0 0 0 1 0 0 40
0 0 0 0 0 -0,2 | 0,4 1 0,6 18
0 0 1 0 0 0 0 0 1 20
F(X) 0 0 0 0 0 3 14 0 9 1640

Solugdo o6tima encontra produzir X1=40 e X2=32 e X3=20,

gerando um lucro maximo de R$ 1.640,00.
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Método Dual SIMPLEX

& Acrobat Reader - [dualidade. pdf] g@@
IEFiIE Edit Document  View Window Help = |5
EBS %B-E 44 e TR T 1Al

_.@”93% he @)“ D@E’j -l

Todo problema de P.L. pode ser substituido por um modelo equivalente denominado [ >
@ “Dual™. O modelo original ¢ chamado “Primal™. 1=
[=]

& Problema Primal Problema Dual
;7/ n [
£ Max Z= ZC 5 Min W= Z b, v
5 =l =1
E 0 n y
= Sujeite a Zaijxi < b; i={l.2....m} Sujeita a Z” i¥i 2€; ji={L2...n}

— - 5

=l e
R 2 : v. =0 i={L2....m}
e x;20 j=11.2....n} & A 1 J
Notagdo Matricial Notagdo Matricial
Max Z=cx Min W=yb
Sujeito a Ax=b Sujeito a  vAZzc
& x=0 =] y=0
W W «] zof1o v w0 Tixesn O] = B o= | 1l

f.'- iniciar =& m 7 L-_E. EMGENHAR.... [ El Apresentac... f R Luke Filewa, ..

Modelo primal

Fung¢do Objetivo MAX L = 20x1+15x2+18x3

O 3° Passo a modelagem das restricdes técnicas
5x1+3x2+5x3<=400 (Horas disponiveis no torno)
8x1+4x2<=500 ( Horas Disponiveis na Fresa)
2x1+5x2+3x3<=300 ( Horas disponiveis na Furadeira)
X1<=40 ( Demanda Maxima semanal de P1)

X2<=50 ( Demanda Maxima Semanal de P2)
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X3<=20 ( Demanda Maxima Semanal de P3)

Varidveis de ndo negatividade X1, X2 e x3 >0 (Condigdo que deve ser
produzir)

O método dual consiste em avaliar o incremento na producdo de
uma unidade a mais de um dos produtos, ou seja, guais serdo os
impactos no lucro se eu resolver produzir uma unidade a mais dos
produtos.

Modelo DUAL

Fungdo objetivo= Min Z= 400y1+500y2+300y3+40y4+50y5+20y6

Sujeito a:

S5yl+8y2+2y3+y4>=20

3yl+4y2+5y3+y5>=15

5y1+0y2+3y3+y6>=18

variadveis de ndo negatividade [yl+y2+y3+y4+y5+y6>=0]

Tabelal= DUAL

SB yl ' y2 | y3 | y4 y5 | y6 Fl | F2 | F3  VSM
58 | 2 |1 0 0 0 20
3 4 5 0 -1 0 o0 1 |0 | -15
S5 o0 | -3 0 | -l o |1 -18

F(Z) 400 | 500 | -300 | 40 | -15 | -20 0 0 0 0

Para iniciar o calculo do método dual através do simplex,
deve-se tirar uma variavel da base e colocar uma variavel na
base.

- A variavel que sai: é a variadvel basica com o valor mais
negativo. Se todas as variédveis bésicas tiverem valores
positivos a solucdo é o6tima. Nesta caso as variaveils basicas Y3=
-10 e Y4= -6, s&o negativas, portanto a solucdo inicial e
inviavel.

- a Variavel que entra: é escolhida entre as variaveis fora

da base, da seguinte maneira:
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1. Dividir os coeficientes do lado esquerdo da equacdo 2
transformada pelos correspondentes coeficientes
negativos da equacdo da variavel que sai da base.

2. a variavel que entra é a que tem o menor valor entre os
quocientes encontrados (problemas de minimizacdo) ou o

menor valor absoluto (problemas de maximizacdo) .

Quando em ambos o0s casos, ndo houver coeficiente negativos na
linha da variavel que sai da base, o problema ndo tem solucéo
viavel.

Para comecarmos o calculo vamos escolher uma variavel para
salr da base, sai da base Fl e entra na base y4.

Tabela2: DUAL

SB yl y2 y3 v4 | y5 y6 | Fl F2 | F3  VSM
5 8 2 1 0 0 -1 0 0 20
-3 -4 -5 0 -1 0 0 1 0 -15
-5 0 -3 0 0 -1 0 0 1 -18

F(Z) 200 | 180 | -220 | O | -50 | -20 | -40 0 0 800

Esta ndo é a melhor solucdo, pois ainda ha valores negativos
na coluna VSM. Sai da base F3 e entra base Y6
Tabela3: DUAL
SB yl y2 y3 v4 | y5 y6 | Fl F2 | F3 | VSM
5 8 2 1 0 0 -1 0 0 20
-3 -4 -5 0 -1 0 0 1 0 -15
5 0 3 0 0 1 0 0 -1 18

F(Z) 100 | 180  -160 | O | -50 0 -40 0 20 | 1160

Esta ainda ndo é a melhor solucdo, pois ainda héa coeficientes
negativos na coluna VSM.

Préxima solucdo sai da base F2 e entra na base Y3
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Tabelad : DUAL

SB yl | y2 | y3 |yv4 y5 | y6 | F1  F2 |F3 | VSM
38 64, 0 |1 -04 0 | -1 04 0 14
06 08 1 |0 02 0 | 0 |02 0 3

32 | 24 0 0 |-0,6 1 0 0,6 | -1 9

F(Z) -4 | -52 0 0 | -18 0 -40 | -32 1 20 | 1.640

Esta é melhor solucdo, pois a solucdo o6tima DUAL é igual a
uma solucdo 6tima Primal.

Interpretagcdo econdémica do dual.

Se a empresa conseguir vender o produto x3 e uma unidade a
mais, seu lucro aumentaria em R$9,00. Se a empresa conseguir
aumentar em 1 hora a disponibilidade da furadeira, para producdo
seu lucro aumentaria em RS$3,00 reais e finalmente se empresa
conseguir vender o produto xl1 em uma unidade a mais o lucro

aumentaria em RS 14,00 reais.
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Resolugao através do software lingo

2 LINGO - LINDD Model - Aneirson
File Edit LINGD ‘wWindow Help

DzdlE ol ] vedel Brar == 2l

27 LINDO Model - Aneirson =13
max lucro) 20x1+15x2+18x3

st

B5x1+3x2+5x3<=500

Bxl+4dx2<=500

2x1+5x2+3x3<=300

x1<=40

x2<=h0

x3<=20

end

UM | |MOD: Ln &, ol 7

s Iniciar = E e [l oftExi X LN M.,

modelagem matemdtica dos dados.
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Z|LINGD - [Solution Report - Aneirson] g@rg|

B¥ Fie Edt LINGO  Window Help R

Dl||@ =] =[] veof Ol-mx| 2B 20
Global optimal solution found.

Objective wvalue: 1640.000
Total solver iterations: 1

Variable Value Reduced Cost

X1l 40.00000 0.000000

X2 32.00000 0.000000

X3 20.00000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

LUCRO 1640. 000 1.000000

TORNO 4. 000000 0.000000

FRESA 52.00000 0.000000

FURADEIRA 0.000000 3.000000

DEMANDAP1 0.000000 14.00000

DEMANDAP 2 18.00000 0.000000

DEMANDAP3 0.000000 9.000000

;Eeaqy il oM [ mop | ln1o, call [1:45am

. f;" ,HI.CiH_f = - e =0, |3 [aE. 3. & s f()g'} B gji45

resultado das modelagens:

Solucdo 6tima produzir X1=40, X2=32 e X3=20, gerando um lucro
maximo de R$ 1.640,00. Se a empresa conseguir aumentar a
demanda do Produto P3 em uma unidade o lucro aumentaria em RS
9,00 e se a demanda do produto Pl aumentar em uma unidade o

lucro aumentaria para R$ 14,00.
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Ed Microsoft Excel - novo
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B
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17

18 [Wariaveis de decisdo |

19 31 . 40

20 X2 _ 32

21 %53 | 20

22

g do objetive  1.640,00 |

24 Restricoes | | Folga

I . | 400,00 4,00

| 54 48 200,00 52,00

27 Furadeira. ( 300,00 0,00

28 |demanda X1 40 = 40,00 (0,00)

_29_!Demanda X2 32 == | 50,00 18,00
30 Demanda X3 20 = L 20,00 - oz
31 | _ | | | | |
. = X | b
W« v mi\Plan {Plan2 { Plan3 / |« | sl

Desenhar + [ | AutgFormas= ™, s [] O d g o é?:‘. - ﬁ - i == K i il

Pronto:

Solucdo o6tima: produzir X1l= 40, X2=32 e X3= 20, gerando uma

receita maxima de RS 1.640



