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RESUMO

O objetivo deste trabalho foi de abordar noções elementares sobre a teoria dos números inteiros, procurando mostrar as principais  Propriedades e Teoremas importantes para o bom desempenho do aluno.
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I – INTRODUÇÃO
Demonstraremos os números inteiros e sua repercussão no desenvolvimento da matemática nos dias de hoje, tomaremos como base a pesquisa de várias bibliografias. Não temos a pretensão de demonstrar nada novo, mas demonstrar o que realmente é relevante no estudo dos números inteiros, que uma forma conhecida e rápida, trazendo conceitos e regras, seus conjuntos e subconjuntos, tópicos separados e explicados individualmente, respeitando a particularidade de cada um deles, trazemos também exemplos de fácil fixação para que se torne clara cada propriedade.

Procuramos utilizar uma linguagem clara para que este trabalho não se torne cansativo e inadequado aos alunos do ensino fundamental – 6ª série (classe a quem nos dirigimos), pois este é o inicio ao conhecimento dos números inteiros e de sua evolução até sua forma atual e universalmente conhecida.

A influência que os números inteiros têm durante toda nossa vida, e a dificuldade que muitos adultos tem em organizar sua vida cotidiana, (bancária , tributaria e etc...) é que nos motivou na escolha deste tema.

Além da pesquisa descritiva deste trabalho, pesquisamos também materiais concretos que no decorrer da explicação deste tópico, faça com que o aluno tenha maior entendimento e perceba o número inteiro em sua vida. Esperamos que nosso trabalho seja de grande valia aos nossos amigos, que assim como nós almejamos  tornamos educadores.

II - NÚMEROS INTEIROS

Os números inteiros formam um conjunto, que denominamos de ℤ, no qual estão definidas duas operações, que chamaremos de adição e multiplicação e denotaremos pelos sinais de (+) e (.). Em ℤ também está definida uma relação que permite comparar os seus elementos, a relação “menor ou igual”, que indicaremos por (.

O Conjunto dos números inteiros podem ser apresentado em uma reta, conforme exemplo:

                                                                                                                      

                                                                                                                                             ℤ 

Os axiomas que passaremos a detalhar descreverão algumas das propriedades básicas das operações e da relação “menor ou igual”, que tomaremos como base para desenvolver a teoria. Qualquer outra propriedade, mesmo que óbvia, poderá ser demonstrada a partir dessas.

O primeiro grupo de axiomas descreverá algumas propriedades da soma que certamente são familiares a todos.

PROPRIEDADES DA SOMA

PROPRIEDADE: ASSOCIATIVA

Dados três números inteiros a, b e c tem-se que:

a + (b + c) = (a + b) + c

PROPRIEDADE: ELEMENTO NEUTRO

Existe um único elemento, denominamos neutro aditivo ou zero, que indicaremos por zero, tal que:

a +  0 = a, para todo a 
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 ℤ
PROPRIEDADE: EXISTÊNCIA DO OPOSTO

Para cada inteiro a existe um único elemento que chamaremos oposto de a e indicaremos por (– a), tal que:

a + (- a) = 0

PROPRIEDADE: COMUTATIVA

Dados dois inteiros a, b tem-se que:
a + b = b + a

PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO

PROPRIEDADE: ASSOCIATIVA

Dados três números inteiros a, b e c tem-se que:

a(b c) = (ab)c

PROPRIEDADE: ELEMENTO NEUTRO

Existe um único elemento, diferente de zero, denominamos neutro multiplicativo, que indicaremos por 1, tal que:

a .1 = a, para todo a 
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 ℤ
PROPRIEDADE: CANCELATIVA

Dados dois números inteiros a, b e c, com a ( 0, tem-se que:

Se ab = ac ( b = c
     b = 
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PROPRIEDADE: COMUTATIVA

Dados três números inteiros a, b, tem-se que:

ab = ba

PROPRIEDADE: DISTRIBUTIVA

Dados três números inteiros a, b e c, tem-se que:

a (b + c) = ab + ac

Demonstração:

Usando a Propriedade Cancelativa da Adição

Dados três números inteiros a, b e c, tem-se que:

Se a + b = a + c, então b = c.

Se a + b = a + c, somando o oposto de a ambos os membros dessa igualdade, temo que:

(-a) + (a + b) = (-a) + (a + c)

Usando a Propriedade Associativa, temos:

[(-a) + (a)] + b = [(-a) + (a)] + c

Isto é,

0 + b = 0 + c

Portanto,

b = c

Se a for um número inteiro, tem-se que a. 0 = 0

Usando a Propriedade Elemento Cancelativa da Adição, temos:

                       Como a. 0 + a. 0 = a (0 = 0) = a. 0 = a. 0 = 0, comparando o primeiro e o último termo da seqüência de igualdade acima, temos que:

a. 0 + a. 0 = 0 + 0 = 0

Usando a Propriedade Cancelativa da Adição, vem  imediatamente que:

a. 0 = 0

Sejam a,b inteiros, tais que a. b = 0. Então, a = 0 ou b = 0.

Demonstração:

Se ab = 0, usando a proposição anterior podemos escrever essa igualdade na forma ab = a. 0

Se a = 0, a proposição está demonstrada. Se a ( 0, podemos usar a Propriedade Cancelativa, onde obteremos b = 0.

REGRAS DOS SINAIS

Sejam a e b inteiros, então vale:

(i) –(-a) = a

(ii) (-a) (b) = -(ab) = a (-b)

(iii) (-a) (-b) = ab

Demonstração:

Notamos inicialmente que podemos interpretar a Propriedade da Existência do Oposto da seguinte forma:

O Oposto de um elemento a é o único inteiro que verifica a equação:

a + x = 0.

Para provar (i), basta observar que a verifica a equação (-a) + x = 0.

Conseqüentemente, -a é o Oposto de a (que é o elemento indicado por –(-a)).

Para provar a primeira igualdade de (ii), basta observar que (-a)b é a solução de ab = x = 0, já que:

ab + (-a)b = [(-a) + a]b = 0.b = 0

Analogamente, verifica-se que ab + a (-b) = 0.

Para (iii), podemos observar diretamente que aplicando (ii), temos:
(-a).(-b) = -(a (-b)) = -(-(ab)), e usando também (i) no último termos segue que:

(-a) (-b) = ab

DESIGUALDADE

Enunciaremos a seguir os axiomas referentes á relação “menor ou igual”

PROPRIEDADE: REFLEXIVA

Para todo inteiro a tem-se que a ( a

PROPRIEDADE: ANTI-SIMÉTRICA

Dados dois inteiros a e b, se a ( b e b ( a, então a = b.

PROPRIEDADE: TRANSITIVA

Dados três números inteiros a, b e c tem-se que, se a ( b e b ( a, então:

a ( c.

Devido às propriedades: REFLEXIVA, ANTI-SIMÉTRICA e TRNSITIVA diz-se que a relação ( é uma relação de ordem.Usaremos o símbolo a < b para indicar que a ( b, mas a ( b; nesse caso, diremos que a é menor que b. No que segue, empregaremos os termos “positivo e negativo” no seu sentido usual, isto é, para indicar que certo número é maior ou menor que zero, respectivamente. Quando conveniente, usaremos também os símbolos b ( a ou b > a para indicar que a ( b ou a < b.
TRICOTOMIA

Dados dois inteiros quaisquer a e b tem-se que ou a < b ou a = b ou b < a
Devemos ainda introduzir alguns axiomas que vinculam a relação de ordem com as operações a seguir:

Dados três números inteiros a, b e c, se a ( b então a + c ( b + c

Dados três números inteiros a, b e c se a ( b então ac ( bc
Seja a um número inteiro. Então:

(i) Se a ( 0, então – a  ( 0

(ii)  (ii) Se a ( 0, então – a  ( 0

(iii) a2 ( 0 (isto é, na terminologia usual, todo quadrado é não negativo).

(iv) 1 > 0

Demonstração:

Se a ( 0, usando a propriedade a, b, e c, se a ( b então a + c ( b + c podemos somar - a a ambos os membros e temos:

(- a) + (a ( - a) + 0, isto é, 0 ( -a

A demonstração de (ii) é análoga.

Para provar (iii) discutiremos separadamente dois casos. Se a ( 0, podemos, usando a propriedade a, b, e c, se a ( b e 0 ( c, então ac ( bc, multiplicar ambos os membros dessa desigualdade por a e obtemos diretamente a. a ( 0. a, isto é, a2 ( 0. Se a ( 0, de (i) vem que -a ( 0. Da parte anterior temos que (-a)2 ( 0 e, da parte (iii) da demonstração da regra dos sinais vem:

(-a)2 = a2; logo a2 ( 0.

Finalmente, como 1 = 12, (iv) segue imediatamente de (iii).

Para apresentar o último axioma, introduzimos primeiro alguns conceitos.

Seja A subconjunto de ℤ. Diz-se que A é limitado inferiormente se existe algum inteiro K tal que, para todo a ∈ A, tem-se que K ( a Um elemento a0 ∈  a ( verifique que, se existe um elemento mínimo de A, ele é único). De forma análoga define-se conjunto limitado superiormente e elemento máximo de um conjunto. Usaremos os símbolos Min A e Max A para indicar o mínimo e o máximo de um conjunto A, quando existirem.

PRINCÍPIO DA BOA ORDEM

Todo conjunto não-vazio de inteiros contém um elemento mínimo.

Note que, como conseqüência das propriedades:

Dados três números inteiros a, b e c, se a ( b então a + c ( b + c

Dados três números inteiros a, b e c e a ( b então ac ( bc

Podemos provar que 0 < 1. Porém, ainda não conseguimos demonstração.

Seja a um número inteiro tal que 0 ( a ( 1. Então a = 0 ou a = 1

Demonstração:

Suponhamos por absurdo que exista um inteiro a diferente de 0 e 1 nessas condições. Assim, o conjunto S = { a ∈ Z | 0 < a < 1}  seria não-vazio e pelo Principio da Boa Ordem existiria:  m = min S.
Como m ∈ S temos que m > 0  e m < 1. Usando a Propriedades: Dados três números inteiros a, b e c e a ( b então ac ( bc, multiplicando por m a segunda desigualdade, obtemos:

m2 < m. Assim, m2 > 0 (verifique)e, como m < 1, da Propriedade  Transitiva temos m2 1 Logo, m2 ∈ S e é menor  que seu elemento mínimo, um contradição.

PROPRIEDADE: ARQUIMEDIANA

Sejam a e b inteiros positivos. Então, existe um inteiro positivo n tal que:

na > b.

Demonstração:

Suponhamos que a afirmação não seja verdadeira. Isso significa que, para todo inteiro positivo n, tem-se que b ( n a, Assim, o conjunto S = { b – na | n ∈ ℤ, n > 0 }

Está formado por inteiros não-negativos. Conforme o Principio da  Boa Ordem, existe m = min S: Como m ∈ S, ele é da forma m = b – r a  para algum r ∈ ℤ
Consideremos então o elemento m’ = b – (r + 1) a, que também pertence a S, e temos:

m’ = b – (r + 1) a = (b – ra) – a = m – a < m (pois a > 0, verifique!).

Teríamos, então, que m’ ∈ S e m’ < m = min S, uma contradição.

Nota que, trivialmente, se um conjunto A tem um mínimo, então A é limitado, inferiormente. A recíproca também é verdadeira, como demonstraremos a seguir.

Todo Conjunto não-vazio de inteiros limitado inferiormente tem mínimo.
Demonstração:

Seja  A um tal conjunto e seja ainda K ∈ ℤ tal que, para todo a ∈ A, tem-se que  K ( a .                      
Consideramos então o conjunto S = {a – K | a ∈ A}

Obviamente, S ( ∅, já que A é não-vazio. E, como K ( a , para todo a ∈ A, os elementos de S são não-negativos. Do Principio da Boa Ordem, existe m = min S, que é da forma m = a0 – K , para algum a0 ∈ A . Mostraremos que o elemento a0 assim determinado é o mínimo de A: Como a0  é um elemento de A, só resta verificar que, para todo a ∈ A, tem-se que a0 ( a     

Suponhamos que isso não aconteça; existiria, então a1 ∈ A | a1 < a0.

                        Somando – K a ambos os membros, a1 – K < a0 - K = m. Teríamos exibido, assim, um elemento de S menor que m = min S, uma contradição.

DIVISIBILIDADE

Uma equação do tipo bx = a pode ou não ter solução no conjunto dos números inteiros; isto dependerá dos coeficientes a e b da equação. Quando tal solução existe, diz-se que a é divisível por b.

DEFINIÇÃO:

Seja a e b números inteiros, diz-se que b divide a (ou de que b é um divisor de a, ou ainda, que a é múltiplo de b) se existe um inteiro c tal que bc = a.

Usaremos a notação b / a para indicar que b divide a. A negativa dessa afirmação será indicada por b ( a.
Convém observar que, se b ( 0, o inteiro c nas condições da definição é único. De fato, se existisse outro c’ tal que bc’ = a, teríamos que bc = bc’ e, cancelando, vem que:

c = c’. O inteiro assim definido chama-se quociente de a por b  e é indicado por:

c = a / b = 
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                       Por outro lado, note que 0 / a se e somente se a = 0. Neste caso, o quociente não é único, pois 0. c = 0, para todo inteiro c, por causa disso, costuma-se excluir o caso em que o divisor é nulo. Portanto, daqui para frente, mesmo que não seja explicitamente dito, estaremos admitindo que todos os divisores considerados são diferentes de zero.

PROPRIEDADES ELEMENTARES DA DIVISÃO

Quaisquer que sejam os números inteiros a,b,c e d (lembrando que assumimos os divisores diferentes de zero) valem:

(i) a | a
(ii) se a | b e d | c, então a | c.

(iii) Se a | b e c | d, então ac | bd.
(iv) Se a | b e d | c, então a | (b + c).
(v) Se a | b, então para todo m ∈ ℤ, tem-se que a | mb
(vi) Se a | b e a | c, então, para todo m, n ∈ ℤ, tem-se  que a | (mb + nc)
(vii) Se b | a e a ( 0 então - | a | ( b ( | a |
Em particular se a e b positivos e b / a, então b < a

Demonstração:

(i) Basta observar que podemos escrever a. 1 = a

(ii) Por definição, existem inteiros d e d’, tais que ad = b e bd’ = c. Substituindo o valor de       b dado pela primeira igualdade, temos c = (ad)d’ = a (dd’), logo a | c.

(iii) Novamente, por definição, existem inteiros f e f’, tais que af = b e cf’ = d.

Multiplicando ordenadamente ambas as igualdades, temos ac (ff’) = bd, onde segue a tese.

(iv) Existem inteiros d e d’, tais que ad = b e ad = c. Somando ordenadamente ambas as igualdades, temos a (d + d’) = b + c, donde a | (b + c).
(v) Se a | b, existe um inteiro c tal que ac = b. Multiplicando por m, temos a (cm) = mb, portanto, abm.

(vi) Segue diretamente de (iv) e (v)

(vii) Se b | a, então existe c ∈ ℤ com bc = a; logo:

| b | | c | = | a | e como | c | ( 1,

Obtemos:

| b | ( | b | | c | = | a | isto é, - | a | ( b ( | a |.
Todos nós sabemos que, se b não for divisor de a, existe um método para “dividir” a por b, obtendo-se um resto, e que esse “processo” de divisão termina quando o resto é menor que b. Por exemplo:

Se a = 547 e b = 6, tem-se que: 547 = 6. 91 + 1. Isso pode ser enunciado de Forma Geral:

Dados dois inteiros a e b com b ( 0, sempre existem inteiros q e r tais que: 

a = bq + r e 0 ( r < | b |.
Antes de dar a demonstração formal desse resultado, gostaríamos de dar uma interpretação dele. Note que bq é um múltiplo de b, e que r = a – bq.
A condição 0 ( r < | b | pode ser interpretada no seguinte sentido:

Estamos procurando um múltiplo de b, menor ou igual a a 

(já que a – bq ( 0), mas que esteja “o mais perto possível de a”. Vamos estudar um caso particular.

PROPOSIÇÃO:
                       Sejam a e b inteiros, tais que a ( 0 e b > 0. Então existem inteiros q e r, tais que: 

a = bq + r e 0 ( r < b.

Demonstração:

                       Consideremos o seguinte conjunto:

S = {a – bx | x ∈ ℤ, a – bx ( 0}

Quando x = 0, temos que a – bx = a ( 0 é um elemento de S, logo S ( 0.

Pelo Princípio da Boa Ordem, existe r = min S, como r ∈ S, ele também é da forma: 

r = a – bq ( 0, para algum q ∈ ℤ.

Para mostrar que as condições do enunciado estão verificadas, bastará provar que r < b. De fato, se fosse r ( b, teríamos que:

a – b(q + 1) = a – bq – b = r – b ( 0, logo, a – b(q + 1) também pertenceria a S.

Mas a – b(q + 1) = r – b < r = min S, uma contradição.

ALGORITMO DA DIVISÃO

Teorema:

                       Sejam a e b inteiro, com b ( 0. Então, existem inteiros q e r, únicos, tais que:

a = bq + r em 0 ( r < | b |

Demonstração:

Mostraremos inicialmente que podemos determinar q e r quando b > 0 e a é qualquer número.

O caso a > 0 está dado pela hipótese anterior.

Se a < 0 podemos, ainda pela hipótese anterior, determinar q’ e r’ tais que:

| a | = bq’ + r’ e 0 ( r’ < b
Se r’ = 0, temos - | a | = a = a (- q’) + 0, e o par q = q’ e r = 0, verifica as condições do Teorema.

Se r’ > 0, temos:

a = - | a | = b(-q’) – r’ = b’(-q’) –b + b – r’ = b(-q’ – 1) + (b – r’)

Obviamente, 0 < b – r’ < b; logo, os inteiros q = q’ – 1 e r = b – r’ verificam as condições do enunciado. Agora provaremos que o resultado também vale quando b < 0.

Qualquer que seja a, pela parte anterior, podemos determinar q’ e r’ tais que:

a = | b |q’ + r’ e 0 ( r’ < | b |

Quando b < 0, temos que | b | = - b, logo a = | b |q’ + r’ = b(-q’) + r’, e os inteiros q = - q’ e r = r’ estão nas condições do enunciado.
Finalmente, provaremos que, se (q, r) e (q’, r’) são dois pares de inteiros verificando as condições do enunciado, então q = q’ e r = r’.

                       De fato, suponhamos que: qb + r = a = q’b = r’, onde 0 ( r, r’ ( | b |, podemos supor, por exemplo, que r’ ( r. 

                       Da igualdade acima, temos que (q – q’)b = r’ – r ( 0.
Como | b | > r’ > r > 0, também temos que 0 ( r’ – r < | b |. Substituindo, obtemos:

(q – q’)b < | b | e, tomando módulos.

0 ( | q – q’ | | b | < | b |.

Como | b | > 0, podemos cancelar e obtemos 0 ( | q – q’ | < 1. Da proposição seja a um número inteiro tal que 0 ( a ( 1. Então a = 0 ou a = 1 vem que | q – q’| = 0, isto é:

q = q.

Na igualdade qb + r = a = q’.b + r’, temos agora qb + r = qb + r’. Cancelando, segue:

r = r’
DEFINIÇÃO:

Os números q e r determinam no Teorema anterior chama-se respectivamente, quociente e resto da divisão euclidiana de a por b.

MAXIMO DIVISOR COMUM

Seja a e b dois números inteiros não nulos. Um inteiro c diz-se um divisor comum de a e b se c | a e c | b. O conjunto D (a, b) de todos os divisores comuns de a e b é limitado superiormente ( pois se a ( 0 , para todo elemento c ∈ D ( a, b), temos que:

c ( | a | ).  Conseqüentemente, D (a, b) tem Maximo.

DEFINIÇÃO:

Chama-se Maximo Divisor Comum de a e b, o maior de seus divisores comuns, isto é:

MDC (a, b) = Max D (a, b)
Notar que MDC (a, b) > 0, se a e b não ambos nulos.

TEOREMA DE BÉZOUT.

Seja a, b inteiros não ambos nulos e d = MDC (a, b). Então existem inteiros r e s, tais que ar + bs = d

Demonstração:
Seja S = { inteiros estritamente positivos da forma ax + by com x, y ∈ ℤ}

S ( ∅ já que | a | ou | b |  ∈ S. Pelo Princípio da Boa Ordem, existe:

 d1 = min S > 0 e, portanto existem r e s inteiros tais que ar + bs = d1.

 Basta mostrar que d = d1 para provar o Teorema:

Como d / a e d / b, então d / (ra + sb), isto é d / d1 e então d ( d1
Por outro lado, d1 / a, pois, caso contrário, pelo ALGORITMO DA DIVISÃO, d1 se escreveria como a = d1 q + t  para 0 < t < | 1 | e, então:

 t = a – d1 q = a – (ra + sb) q = (1 – r) a + (sq) b ∈ S.

 com 0 < t < d1 = min S, o que é uma contradição; da mesma forma d1 / b; portanto, d1 ( d = Max D (a, b).

Teorema:

Sejam a, b inteiros. Um inteiro positivo d é o máximo divisor comum de a e b se e somente se verifica:

(i) a | a e d | b.

(ii) Se d’ | a e d’ | b, então d’/ d
Demonstração:

Seja d = MDC (a, b), então, obviamente d verifica (i), e, pelo Teorema de Bézout, prova-se que a condição (ii) se verifica.

Reciprocamente, se um inteiro positivo d verifica (i), então d ∈ D(a, b). A condições (ii) afirma que, se d’ ∈ D(a, b), então d’ / d, logo d’ ( d, donde segue que d é o maior dos divisores comuns. Portanto, d = MDC (a, b).

PROPOSIÇÃO

Sejam a, b inteiros, d = MDC (a, b) e c um inteiro arbitrário, então:

(i) MDC (ac, bc) = d | c |
(ii) Se c | a e c | b, então MDC (a | c, b | c) = d / | c |.

Demonstração:

Para (i), mostraremos que d | c |, verifica as condições (i) e (ii) do Teorema acima em relação aos inteiros ab e ba.

De fato, como d = MDC (a, b), temos em particular que d | a, logo:

(d | c |) | ac. Da mesma forma, (d | c |) | bc.

Ainda, do Teorema de Bézout,  temos que existem r, s ∈ ℤ, tais que:

d = ra + sb, logo: d | c | = r (a | c|) + s (b | c |).

Agora, se d’ é um número inteiro tal que d’ | ac e d’ | dc, da relação acima vem imediatamente que d’ | (d | c |).

Para provar (ii), poderíamos usar um raciocínio análogo, mas daremos uma demonstração mais breve, usando o resultado anterior.

Seja x = MDC (a | c, b | c). De (i) temos que:

MDC ( a, b), MDC 
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. | c |, isto é, d = x | c |, donde x = d | | c |.

TEOREMA DE EUCLIDES

Seja a, b inteiros tais que a | bc. Se MDC (a, b) = 1, então a | c.

Demonstração:

Se MDC (a, b) = 1, da proposição anterior, temos que MDC (ac, bc) = | c |.

Agora, obviamente a | ac e, da hipótese, a | bc. Conseqüentemente, usando (ii) do Teorema, sejam a, b inteiros. Um inteiro positivo d é o máximo divisor comum de a e b, se e somente se verifica, temos que a / | c |, logo a / c

MÍNIMO MÚLTIPLO COMUM

Sejam a e b inteiros não nulo. Um inteiro c diz-se um múltiplo comum de a e b se a | c e b | c. Indicaremos por M (a, b) o conjunto de todos os múltiplos comuns de a e b e por M + (a, b) o conjunto de todos os múltiplos comuns positivos de a e b.

Certamente M +  (a, b) ( ∅, pois | a | | b | ∈ M + (a, b ); logo, pelo Princípio da Boa Ordem, esse conjunto contém um elemento mínimo. 

DEFINIÇÃO:

Chama-se Mínimo Múltiplo Comum de a e b o menor de seus múltiplos positivo comuns, isto é MMC (a, b) = min M + (a, b).
Teorema:
Sejam a , b ∈ ℤ, d = MDC (a., b) e m = MMC (a, b), então, md = | ab |.
Demonstração:

Consideremos o caso em que a e b são positivos (apenas para evitar que escrever as barras do módulo a cada passo, já que a demonstração seria idêntica).

Consideremos então, o inteiro x = 
[image: image8.wmf]d
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Queremos provar que x = m. Escrevendo a = a1 d e b = b1 d, vem, das partes (ii) da proposição sejam a, b inteiros, d = MDC (a, b) e c um inteiro arbitrário, então:

MDC (ac, bc) = d | c |, (ii) se c | a e c | b, então MDC (a | c, b | c) = d / | c |, que MDC (a1=, b1) = 1, e podemos escrever x = a1 b. Da mesma forma, x = ab1. Segue, então imediatamente que a | x e b | x, logo a condição (i) do Teorema esta verificada.

Seja agora m’ ∈ ℤ um múltiplo comum de a e b. Como a | m’, existe q ∈ ℤ, tal que:  m’ = aq = a1 dq. Ainda, b | m’, isto é b1 d | a1 dq, logo, b1 | a1 q.

Como MDC (a1, b1) = 1, do Teorema de Euclides, vem que, b1 | q. Assim podemos, escrever q = b1c e substituindo na expressão de m’, temos:

m’ = a1 db1 c, isto é, m’ = xc, e segue que x | m’; logo x = m como queríamos demonstrar.

O Teorema acima da então um método de cálculo para o MMC (a, b):

Dados a, b ∈ ℤ, podemos calcular o MDC (a, b) pelo ALGORITMO DE EUCLIDES e depois obter  MMC (a, b) = 
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O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA

Nesta seção mostraremos que todo inteiro ( 0, 1 e – 1, pode ser expressar como produtos de números primos de forma única, a menos da ordem dos fatores. Esse resultado, conhecido como TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA, já aparece no livro IX DOS ELEMENTOS DE EUCLIDES.

DEFINIÇÃO:

Um inteiro p diz-se primo se tem exatamente dois divisores positivos,

1 e | p |.

Note que a definição exclui propositadamente o zero (0), que tem infinitos divisores positivos, e os inteiros 1 e os inteiros 1 e –1 que tem um divisor positivo. Um número diferente de 0, 1 e – 1 que não é primo diz-se composto. Note que, da definição, vem imediatamente que, se um inteiro não nulo a é composto, ele admite um divisor b tal que | b | seja diferente de 1 e de | a |, isto é, um divisor b tal que 1 < | b | < a. Um divisor nessas condições diz-se um divisor próprio de a.

PROPOSIÇÃO:

Seja p um número primo, e sejam a e b inteiros.

(i) Se p ( a, então MDC (p, a) = 1.
(ii) Se p | ab, então p | a ou p | b.
Demonstração:

(i) Se p ( a, o único divisor comum positivo de a e p é 1, donde segue imediatamente a tese.

(ii) Suponhamos que p | ab. Se p | a, a tese está verificada. Em caso contrário, de (i) temos que MDC (p, a) = 1, e do Teorema de Euclides vem que p | b.
Teorema:

Seja p um inteiro diferente de 0, 1 e –1, então p é primo se e somente se, toda vez que p divide um produto de dois números, p divide pelo menos um dos fatores.

Demonstração:

Num sentido, o enunciado nada mais é do que à parte (ii) da proposição anterior.

Para provar a afirmação do outro sentido, vamos raciocinar por absurdo:

Suponhamos que p tenha a propriedade de enunciado, mas não seja primo.

 Então, | p | pode ser escrito na forma | p | a. b, onde a e b são divisores próprios positivos, isto é, verificam:

1 < a < | p | e 1 < b < | p |

Conseqüentemente, p | ab, mas p ( a e p ( b; uma contradição.

LEMA:

Todo inteiro a > 1 pode ser escrito como produto de números primos.

Demonstração:

Para a = 2 o enunciado é verdadeiro, já que 2 é, ele próprio um número primo. 

Suponhamos agora que o resultado seja verdadeiro para todo inteiro temos:

b, 2 ( b < a.

Mostraremos que também vale para a.

Se a é primo, a Nota esta demonstrada. Caso contrário, a admite um divisor positivo b, tal que 1 < b < a. Isto é, a = bc, e temos também 1 < c < a. Por indução, b e c podem ser escritos como produto de primos, na forma b = p1 ... pS, c = q1 ... qk.

Substituindo, temos a = p1 ...pS q1 ...qk, e o resultado também vale para a.

Teorema:
Seja a < 1 um inteiro. Então, existem primos positivos p1 ( p2 ( ... ( pt, tais que: a = p1 p2 ... pt, e essa decomposição é única.

Demonstração:

No LEMA anterior, provamos a existência da decomposição. Resta apenas provar sua unicidade.

Dado um número inteiro a, ele pode admitir, em princípio mais de uma decomposição em produtos de fatores primos. Chamaremos comprimento de uma decomposição ao número de fatores que nela comparecem.

                      Faremos a demonstração por indução no comprimento de uma decomposição de a.

Suponhamos que a admite uma decomposição do tipo a = p1, onde p1 é primo, e que a = p1 = q1q2 ... qS, em que q1 ( q2 ( ... ( qS são primos positivos. 

Como q1 divide q1q2 ... qS q1 deve dividir p1, que é primo. Então, devemos ter p1 = q1. Cancelando, vem  1 = q2 .... q S.

Se s > 1, teríamos que o primo q2 seria inversível, uma contradição. Assim,

s = 1, e como já provamos que p1 = q1, o primeiro passo de indução está verificado.

Suponhamos agora o resultado verdadeiro para todo inteiro que admita uma decomposição de comprimento K ( 1, e seja a um inteiro com uma decomposição de comprimento k + 1. Admite-se outra decomposição, temos:

a = p1 ... pk + 1 = q1 ... qS, em que q1 ( q2 ( ... ( qS, são primos positivos.

Como na primeira parte, q1 | p1 ... p k + 1 e pelo corolário anterior temos que:

 q1 | pi, para algum i. Como pi é primo, devemos ter novamente que q1 = pi. Em particular, q1 > p1.

 De forma análoga, pode-se obter que p1 = qJ para algum j. logo, p1 ( q1. De ambas as desigualdades, vêm que p1 = q1. Finalmente, cancelando em:

 a = p1 ... p k + 1 = q1 ... qS, temos que:

p2 ... p k + 1  = q2 …qS.

Agora o primeiro membro da desigualdade tem uma decomposição de comprimento k, logo, da hipótese de indução, admite uma única decomposição. Assim, temo

k = s – 1, donde:

 k + 1 = s e pi = qi, para i = 2, ...., k + 1. Como já provamos que p1 = q1, ambas as expressões de a coincidem.
Agrupando primos eventualmente repetidos na decomposição de a, podemos enunciar o Teorema anterior de forma levemente diferente. Também podemos estende-los a números negativos.

Teorema Fundamental da Aritmética: Seja a um inteiro diferente de 0, 1 e –1. Então, existem primos positivos:
p1 < p2 < ... < pr e inteiros positivos n1, n2, ... nr, tais que  a = E 
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1, conforme a seja positivo ou negativo. Além disso, essa decomposição é única.

Demonstração:

Temos que a = E | a |, onde E = 1 ou E = -1, conforme a seja positivo ou negativo. Como | a | é positivo. 

Do Teorema anterior, temos que existe primos p1 ( p2 ( ... ( pt, tais que:

a = E p1p2 ... pt.

Agrupando os primos eventualmente repetidos, podemos escrever:

a = E
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A unicidade segue diretamente do Teorema anterior.

Teorema:

O conjunto dos números primos é infinito.

Demonstração:

Suponhamos que, o conjunto dos primos positivo seja finito e seja p1, p2, ... pn, todos esses primos positivos. Consideremos, então, o número P = p1p2 ... pn + 1.

Conforme LEMA anterior, P admite um divisor positivo primo pi. Como pi é um dos elementos do conjunto acima, pi divide o produto p1p2 ... pn. Então p1 divide também:

1 = P -  p1p2 ... pn, uma contradição.

A distribuição dos primos é exatamente irregular e tem sido objeto de estudo de grandes matemáticos. Porém, muitas conjeturas, fáceis de formular numa linguagem acessível mesmo a alguém com conhecimentos rudimentares de matemática, continuam ainda sem solução.

Um exemplo, nesse sentido, é o seguinte:

Dois números primos diz-se primos gêmeos se a diferença entre ambos é 2. Alguns exemplos de pares primos gêmeos são: 3 e 5, 5 e 7, 11 e 13, 17 e 19, 29 e 31, 41 e 43. Conjeturou-se que o número de pares primos gêmeos é infinito, mas até hoje não foi possível decidir se essa afirmação é verdadeira ou falsa.

Por outro lado é possível demonstrar que existem primos consecutivos “tão afastado quanto se desejar”. A expressão “primos consecutivos” é usada no sentido de “consecutivos na seqüência dos primos”, isto é todo número compreendido entre ambos é composto.

LEMA
Dado um inteiro positivo n, é possível determinar n inteiros consecutivos tais que nenhum deles seja primo.

Demonstração:

Dados n considerem a seqüência de inteiros:

 (n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, ... (n + 1)! + (n + 1).

Obviamente essa seqüência tem n termos e todo número da forma:

(n + 1)! + n, com 2 ( m ( n + 1 é composto (já que é um múltiplo de m).
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