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1 INTRODUCAO

Neste projeto, serd investigado como muda o comportamento da familia de
sistemas

o e ax+b
dt—ax y
dy
dt—cx

guando os parametros a, bec mudam.

O objetivo é produzir uma representacdo do espaco abc, indicando as regides onde
este sistema tem diferentes retratos de fase.

Serao realizadas as seguintes atividades:

1)Primeiro considere a = 0. Calcule os autovalores e determine os valores de
b e ¢ exatos onde este sistema terd diferentes retratos de fase. Faca uma
representacdo grafica do plano bc, indicando estas diferentes regifes. Represente
todos os tipos de sistemas que aparecem. Indique também onde ocorre situacdes
com autovalores nulos ou repetidos.

2)Repita a primeira parte paraa = 1
3)Descreva o comportamento do sistema para 0 < a < 1.
4)Repita a primeira parte paraa = —1

5)Faca uma representacao tridimensional com os valores de a no eixo vertical
e com o plano bc perpendicular a este eixo. Destaque 0s casos onde o sistema
muda de comportamento.

2 METODOLOGIA

2.1 A INFLUENCIA DOS AUTOVALORES NO RETRATO DE FASE

Antes de estudar o sistema proposto no projeto, vejamos algumas
consideracOes sobre o sistema de equacdes diferenciais lineares homogéneas de
primeira ordem com coeficientes constantes da forma

o e ax+b
gp —ax+by
d

d—}tlzcx+dy



gue pode ser escrito na forma matricial como

]=1¢ 2]

ondex’ = % ey = %. Em notagao vetorial, o sistema acima toma a forma
X' = AX (1.1)
onde
N _[a b
X= [}’]EA B [c d

Consideramos o0 que sabemos sobre equacOes lineares de primeira ordem, para
resolver o sistema acima, buscamos solucfes da forma

x = x(t) = veM

Derivando a funcao x(t) e substituindo-a em (1.1), obtemos
(A—ADv=0

Logo, 4 deve ser um autovalor e v um autovetor, da matriz A. Assim, as solucdes de
um sistema linear dependem diretamente dos autovalores e autovetores da matriz A
gue as determinam. Os autovalores sdo obtidos através do polindmio caracteristico,
dado por

[a—/l

b 1_,2_ _ _
) d_/l]-/l (a+ d)A+ (ad — bc) = 0

Uma solucdo do sistema de equacfes pode ser considerada como uma
representacdo paramétrica de uma curva no plano. Podemos olhar para essa curva
como uma trajetdria percorrida por uma particula em movimento, cuja velocidade x'é
especificada pela equacéao diferencial. O plano xyé chamado de plano de fase e um
conjunto representativo de trajetdrias é chamado de retrato de fase. Assim, ao
analisar o sistema linear acima, precisamos considerar diversos casos(que irao

depender dos autovalores da matriz A.

Como o comportamento das solucdes depende fundamentalmente da
natureza dos autovalores, analisaremos os diferentes casos baseados nos possiveis
tipos de autovalores.



2.1.1 AUTOVALORES REAIS E DISTINTOS DE MESMO SINAL
Neste caso, a solucao geral do sistema € dada por
x(t) = cyveMt + c v, etet
ondel; e 1, sdo autovalores da matriz A, com autovetores v; e v,, respectivamente.

Se A1, e 1, sdo ambos negativos, entdo x(t) — Oquando t — «, e
aorigem é chamada de n¢ atrator.

Se 1; e A, sdo ambos positivos, entdo entdox(t) - «~, quando t - «©, e a
origem é chamada de né repulsor.

2.1.2 AUTOVALORES REAIS COM SINAIS OPOSTOS
Neste caso, a solucao geral do sistema também é dada por

x(t) = cyvieMt + c,v,et2t

ondel; < 0 < A,. A coordenada x(t) decresce exponencialmente enquanto que a
coordenada y(t) cresce exponencialmente. A origem € chamada de ponto de sela.



2.1.3 AUTOVALORES REAIS E IGUAIS

Vamos supor que 1; = 4, = A. Existem dois subcasos, dependendo se o
autovalor repetido tem dois autovalores independentes ou apenas um.

a) Dois autovetores independentes:

A solucéo geral do sistema € da forma

x(t) = c;v e + cv,ett

em que v, e v, S8o 0s autovetores independentes. Toda trajetdria esta sobre
uma reta que passa pela origem. Se 1 < 0, todas as solu¢des convergem
para a origem quando t — «, porém, se 1 > 0, as solucdes afastam-se da
origem quando t cresce, conforme a figura abaixo. Neste caso, a origem é
chamada de no6 proprio.

b) Um autovetor independente:
Neste caso, 0 ponto critico € chamado de n6 improéprio e a solucdo € dada
por

x(t) = civie? + cp(vite?t + vyett)

ondev, é o autovetor e v, é 0 autovetor generalizado associado ao autovalor
repetido.



Pata t muito grande, o termo dominante nesta equacéo € c,v;te*. Assim,
quando t — «, todas as trajetorias tendem a origem e sao tangentes a reta na

direcao do autovetor v;.

Analogamente, para valores negativos de t, 0 termo c,v;te?* é novamente
dominante, de modo que, quando t — «, cada trajetéria assintota uma reta
paralela a v,. Portanto, a orientacdo das trajetérias depende das posi¢cdes

relativas de v, e v,.

WY,

2.1.4 AUTOVALORES COMPLEXQOS
Neste caso, os autovalores sdo A, = a + fie A, = a — fi.

A parte real(a) dos autovalores € responsavel pelo crescimento/decrescimento da
distancia das solu¢des a origem, enquanto que a parte imaginaria(f) é responsavel
pela rotacdo das solucdes em torno da origem. As trajetdrias nesse caso podem ser
elipses, caso a = 0,0u espirais, caso a # 0, sendo que as solu¢gdes podem espiralar
em direcdo a origem, caso a < 0, ou para longe da origem, caso a > 0. As imagens
abaixo ilustram os casos em quea = 0 e a < 0, respectivamente.




2.1.5 UM DOS AUTOVALORES NULO

Esses sao casos degenerados. Se A; =0, entdo x(t) =x, € constante,
enquanto que y(t) pode crescer ou decrescer exponencialmente, de acordo com o
sinal de 1,. Todas as solucdes séo retas. As solucdes sao paralelas ao autovetor v,
e, dependendo do sinal do autovalor 4,, as solu¢cdes podem se afastar da origem ou
se aproximar da origem.

Se 1, =0, entdo y(t) =y, é constante, enquanto que x(t) pode crescer ou
decrescer exponencialmente, de acordo com o sinal de 1;. Todas as solu¢des séo
retas. As solucdes sao paralelas ao autovetor v, e, dependendo do sinal do
autovalor 1,, as solucdes podem se afastar da origem ou se aproximar da origem.

!
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2.1.6 OS DOIS AUTOVALORES NULOS

Ha ainda o caso em que ambos,1; e 1,, sdo nulos. Nesse caso, 0 sistema é
completamente degenerado. Todas as solu¢cdes sdo constantes, com todos 0s
pontos do plano sendo pontos fixos do sistema. Este caso € representado por
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Agora que vimos alguns dos possiveis tipos de autovalores, vamos ao
desenvolvimento préatico do projeto proposto.

3 DESENVOLVIMENTO
Investigaremos os diferentes comportamentos da familia de sistemas

& e axtb
dt—ax v
dy
dt—CX

a medida em que os parametros a, b € ¢ mudam.

3.1ITEM1
Considerando a = 0, temos 0 seguinte sistema
dx
=
dy
E =CcX

gue pode ser representado na forma matricial como
=1 oIB)
y' c olly
Como vimos anteriormente, as solugdes estdo associadas aos autovalores. Entao

vamos estudar este sistema a partir dos autovalores — que sédo obtidos através das
raizes do polinbmio caracteristico.

det(A—AI) =0

det[oz/1 03/1]=0



—A(=1) —=bc=0

A% = bc
A= +Vbc
Ou seja,
A, = —Vbc
A, =Vbc
Vamos analisar as regides do plano bc:
*bc =0
A=0e4,=0
*bc >0
A <0ex, >0
*bc <0
Comobc < 0,
A= —\/W
A = —/|bcV=1
A = —/|bcli
Similarmente, chegamos em
A, =+/|bcli
Ou seja

10



- Todos os pontos

+»b
] D Ponto de sela
:‘ ‘ D Elipses

3.21TEM 2
Considerando a = 1, temos 0 seguinte sistema
dx
PRk + by
dy
E =CcX

gue pode ser representado na forma matricial como



MR

De onde tiramos os autovalores através do polinbmio caracteristico

det(A—AI) =0
1-2 b 1_
det[ c 0_/1]—0

—-A2(1—-24)—bc=0

A2—)1—bc=0
. 1+ /1 —4(=bc)
B 2

1
A =51+ V1+4bo)

Ou seja,

1
2 =5 (1~ V1+4bo)

1
2, =5 (1+V1+ 4bc)

Vamos analisar as regides do plano bc:

*bc =0

A, =0e1,>0
*bc >0

A <0ex, >0
*bc <0

Analisaremos dois casos:
1+4bc>0el+4bc <0

1+4bc=0

-1

C:E

12



B 1 +4bc=0

1»b

1+4bc>=0

1+4bc<0

Vamos analisar também, as regides ondel +4bc>1, 1+4bc=1 e 1+4bc<1
1+ 4bc =1=4bc =0
1+ 4bc > 1=4bc > 0

1+4bc < 1=4bc <0

Ou seja, € a mesma regido observada no item 1. Vimos que 1+ 4bc = 1 sobre os
eixos, 1 + 4bc > 1 nos quadrantes impares e 1 + 4bc < 1 nos quadrantes pares.

Considerando estas duas ultimas regifes simultaneamente, observamos que

»q

|:| 1+4bc>1 = A4, =08 A,=0
»b

:- I [Jo<ti+abect =420 e 2> 0

d ] [ ]1+abcco = 2i=1-IT+4bcli
- e
PN SIS EESEE S SR SRR R A:=l+\-l|l+‘:]:'bl£|l

Analisando as regides dos diferentes tipos de retrato de fase, observamos que
13



SRS T T aagh———1_— L] Solugdes constantes
] paralelas ao autovetor
] associado a j,

Ponto de sela

- -,

Nid repulsor

Repulsor espiral

3.3ITEM 3
Iremos descrever o comportamento do sistema para 0 < a < 1.

Vamos estudar o sistema

& e axtb
dt—ax v

dy_

=cx
dt

gue pode ser representado na forma matricial como
x| _[a b1[*
[y'] B [c 0] [y]
De onde tiramos os autovalores através do polinbmio caracteristico
det(A—A) =0
a—A b 1_
det[ c 0— /1] =0
—Aa—21)—bc=0
A2—adl—bc=0

a ++/a? —4(—bc)

2

A=



1
/1=E(ai\/a2+4bc)

Ou seja,

1

A =E(a—\/a2+4bc)
1

Ay =E(a+\/a2+4bc)

Nesse caso, como temos trés variaveis, analisaremos o espaco bca.
Temos as seguintes possibilidades para os autovalores:

)] A,el, ambos positivos
1)) A,el, ambos negativos
iii) A,e1, de sinais opostos

|V) /11 = AZ
V) Al - O
Vi) A, =0
E possivel notar que em i, ii e iii, a0 provocar uma pequena mudanga nos

autovalores, nés ainda podemos continuar nesses casos mas, nos casos iv, V e Vi,
ao fazer tal alteracdo, nés deixamos de estar neles e passamos para outro caso. Por
iss0, iremos considera-los para construir as regides no espaco bca.

Iremos considerar os casos degenerados como fronteiras no espaco bca. Vamos
construir uma superficie para cada caso degenerado e estudar as regifes entre as
superficies obtidas.

A=A
~(a— a7+ abc) = 3 (a + /a7 7 4be)

S Aa2+4bc =0
& 4bc = —a?

& a? = —4bc

a? = —4bcnos da a seguinte superficie:

15



a

-0.5

L T L B T 0
-05 0 05 05 p
c
A =
1
E(a —a? +4bc) =0
S a?+4bc=a
a = Va? + 4bcnos déa a seguinte superficie:
1 —
i _
o
SRy o 0
-0.5 0 0.5

0.5

A, =

b

-0.5

16



1

E(a+ a2+4bc)=0

a2 +4bc=—a

S —vJa?+4bc =a

paraa = —va? + 4bc, a = 0, ndo ha superficie. Ha apenas um ponto, a origem

- 7

i

-0.5

0

"0 0 0502 5

e

Juntando as trés superficies em um mesmo grafico, obtemos:

-0.5

0
LI I T r 1 i
-0.5 0 0.5 05 b

Vamos analisar os diferentes tipos de retratos de fase:

17



*Sobre a superficie a = Va? + 4bc, em vermelho, temos 4, = 0
*Sobre a superficie a? = —4bc, em azul, temos 1, = 4,

*Nas duas regides onde bc > 0, temos

1 =2 (a—VaZ + 4bc)el, = 5 (a + Va? + 4bc)
=21, <0eld, >0
*Nas duas regides onde bc < 0, vamos analisar dois casos:
-Regibes abaixo de a? = —4bc, em azul:
Abaixo dessa superficie, temos a? < —4bc
Como bc < 0, vamos considerar bc = —|bc|

=a? < 4|bc]|

&1 =2 (a—VaZ + 4bc)el, = 5 (a + Va? + 4bc)
> = %(a —ya?—4lbc)) e, = %(a + \/a? — 4|bc|)

=1, e 1, sdo autovalores complexos
-Regides acima de a? = —4bc, em azul:
Acima dessa superficie, temos a? > —4bc
Como bc < 0, vamos considerar bc = —|bc|
=a? > 4|bc]|

4, =3 (a—VaZ ¥ abc)ed, = ; (a + VaZ + 4bc)
=1 = %(a —a?—4lbc)) e, = %(a +\a? — 4|bc|)

=1, >0el, >0

Ou seja



o

-0.5

0
LELELEL I T T 5 71 i
-0.5 0 0.5 02 b

Sobre a superficie va? + 4bc = a, em vermelho, temos solu¢6es paralelas ao
autovetor associado a 1,.

Sobre a superficie a? = —4bc, em azul, a origem é um né improprio.

Na origem, todos 0s pontos séo solugdes.

Nas duas regides onde bc > 0, a origem é um ponto de sela.

Nas regifes onde bc < 0, abaixo de a? = —4bc, em azul, temos espirais.

Nas regides onde bc < 0, acima de a? = —4bc, em azul, a origem é um noé
repulsor.

3.4ITEM 4
Considerando a = —1, temos 0 seguinte sistema
dx
- + by
dy
E =CcX

gue pode ser representado na forma matricial como
x| _[-1 b1[x
[y'] B [ c 0] [y]
De onde tiramos os autovalores através do polinbmio caracteristico

19



det(A—AI) =0

03,1]:0

—A(=1-=2)—=bc=0

det [_1;/1
A2+ A —bc=0

—1+/1— 4(=bc)
A= >

1
=5 (=14 V1+4bo)

Ou seja,

1
Aq =§(—1—V1+4bc)

1
22 =5 (=1 +VI+4bo)

Vamos analisar as regides do plano bc:

*bc =0

A, <0ex,=0
*bc > 0

A, <0ex,>0
*bc <0

Analisaremos dois casos:
1+4bc>0el+4bc <0

Que ja foi feito na parte 2

20



B 1 +4bc=0

1»b

1+4bc>=0

1+4bc<0

Também vimos as regibesem quel +4bc >1, 1+4bc=1 e 1+4bc<1

Ou seja, temos a mesma regido analisada no item 2

T

- 14+4be=1 = A4 =0e A;=10

- I:l 144bc>1 = A3 <0e i;=0

[ »b - 1+abc=0 = 4 <0e 4,0

_ I:l D<it+dbeel = A <0e A;<0
I:l 1tdbe<o o= 17 _'le— V11 +4bcli

:1: =-1+ '.‘-'Il.l + "]:'-bcll

Analisando as regides dos diferentes tipos de retrato de fase, observamos que

21



: 1 Solugdes constantes
[ ) -paralelas ao autovetor
1 ] associado a Ay

Ponto de sela

ﬁ-b-}

Nd atrator

Atrator espiral

3.5ITEM 5

Usaremos o mesmo procedimento feito no item 3 porém, ao invés de
considerarmos apenas 0 < a < 1, vamos considerar —1 < a < 1.

Iremos considerar os casos degenerados como fronteiras no espaco bca.
Vamos construir uma superficie para cada caso degenerado e estudar as regides
entre as superficies obtidas.

=4
%(a—\/az +4bc) =%(a+\/a2 + 4bc)

S WJa2+4bc=0
& 4bc = —a?

& a? = —4bc

a? = —4bcnos da a seguinte superficie:

22



a {

- ] I T T T 71 1 1T T 71 'I | I I I | 1 T 1T 71

-0.5 0

05 b
.
A =
1
E(a—\/a2+4bc)=0
SGJa?2+4bc=a
a = Va? + 4bcnos da a seguinte superficie:
1 —
& B
; -0.5
{TJSHHI””““’""' 05
o 0 os b

°/12 =0

%(a+ a2+4bc)=0

23



S Wa2+4bc = —a
& —vJa?+4bc =a

a = —Va? + 4bcnos dé a seguinte superficie:

-]-p|-|||.1| Trrr ety

-1 0 1 f

i

Como ja analisamos para 0 < a < 1, vamos analisar somente —1 <a <0 e,
posteriormente, juntar os resultados obtidos.

*Sobre a superficie a = —va? + 4bc, em verde, temos 1, = 0
24



Sobre a superficie a? = —4bc, em azul, temos 1, = 1,

*Nas duas regides onde bc > 0, temos
A= %(a —va? + 4bc)ed, = %(a + va? + 4bc)
=1, <0el, >0

*Nas duas regibes onde bc < 0, vamos analisar dois casos, lembrando que
vamos analisar a parte em que —1 < a < 0:

-Regibes abaixo de a? = —4bc, em azul:
Abaixo dessa superficie, temos a? > —4bc
Como bc < 0, vamos considerar bc = —|bc|

=a® > 4|bc]|

&1 =2 (a—VaZ + 4bc)el, = 5 (a + Va? + 4bc)
=>4 = %(a —4a?—4|bc|)e i, = %(a + {a? — 4|bc|)

=1, >0el, >0

-Regibes acima de a? = —4bc, em azul,(entre o paraboldide e o plano
bc):

Nessa regido, temos a? < —4bc
Como bc < 0, vamos considerar bc = —|bc|
=a? < 4|bc]|

A, = %(a —VaZ + 4bc)ed, = %(a ++Va? + 4bc)
=1 = %(a —ya?—4lbc)) e, = %(a ++a? — 4|bc|)

=1,el,sao autovalores complexos

Ou seja, agora que analisamos 0 <a<1 e —1<a<0, vamos juntar os dados
obtidos:

25
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Sobre a superficie a = —va? + 4bc, em verde, temos solucbes paralelas ao
autovetor associado a 4.

Sobre a superficie Va? + 4bc = a, em vermelho, temos solu¢des paralelas ao
autovetor associado a 1,.

Sobre a superficie a? = —4bc, em azul, a origem é um nd improprio.
Na origem, todos o0s pontos séo solugdes.
Nas duas regides onde bc > 0, a origem é um ponto de sela.
Nas duas regides onde bc < 0, vamos analisar dois casos:
Na regido interior ao paraboldide, temos espirais.

Na regiao externa ao paraboldide, a origem € um né repulsor.

4 CONCLUSAO

Neste projeto foi abordado os diferentes tipos de retratos de fase de um
sistema de equacdes diferenciais lineares homogéneas de primeira ordem com
coeficientes constantes. Apesar de a apresentacdo de tais resultados sejam

visualizados com mais clareza com o uso de softwares adequados, € possivel
visualizar razoavelmente todos os resultados através deste roteiro.

26
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