PEQUENA INCURSÃO AO MUNDO DAS CÚBICAS
INTRODUÇÃO


Este trabalho foi motivado a partir do intuito de obter fórmulas para solução de equações cúbicas e de quarto grau.

Utilizei  anotações de aula, da época em que cursava a disciplina “Tópicos
de Álgebra” (Curso de Matemática – UFPR – Turma de 2003), trabalho de pesquisa na Internet, e considerações contidas na obra “O Romance das equações algébricas”  de autoria do professor Gilberto Garbi.
As soluções das cúbicas foram estudadas por Nicolo Fontana
, conhecido por Tartaglia, em 1535; a fórmula encontrada por ele foi publicada por Girolamo Cardano
, na obra “Ars Magna”, em 1545.
O método consiste em eliminar por meio de operações algébricas o termo de grau 2, e obter uma equação do tipo: 
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Resolução das cúbicas, pelo método de Tartaglia, passo a passo:

Seja  
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 (1), onde  
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Primeiro passo: 
Substituímos a variável em (1) por 
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Segundo Passo:  Obtenção de W
Agrupando os termos semelhantes, teremos: 
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Igualando o termo de grau 2 a zero: 
Fica [image: image10.wmf]a
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, fazendo as substituições e trabalhando um pouco com os coeficientes chegamos a:
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Já se sabia na época que a equação: 
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 (3), tem uma raiz que é solução da seguinte equação de grau 2: [image: image13.wmf]0
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Terceiro Passo: Obtenção de p e q
Comparando (2) com (3) temos: 
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 resolvendo a equação de grau 2: 
[image: image16.wmf]2

/

)

*

4

*

4

2

/

*

2

(

3

1

p

q

q

y

+

+

=

 e simplificando fica 
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, chamaremos p3 + q2 de delta. Logo 
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Quarto Passo: Obtenção de x1
da equação (3) temos 
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Teremos então: 
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. Observe que  termo [image: image24.wmf]a
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 está sendo adicionado novamente, ele foi excluído no início para permitir a eliminação do termo de grau 2.
Quinto Passo: Solução alternativa para o caso em que nas etapas intermediárias de cálculo obtemos números imaginários. Como se pode perceber algumas vezes teremos que fazer operações envolvendo números complexos, mesmo que as raízes sejam todas reais; por exemplo 
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. Ainda hoje enfrentamos alguma  dificuldade quando recaímos em equações que envolvem raiz cúbica de números imaginários, porém, um matemático de nome Bombelli
 desenvolveu um método para calcular equações cúbicas (reduzidas, isto é, sem o termo de grau 2, equação de Tartaglia-Cardano), aplicável quando 
[image: image26.wmf]0

<

D

, utilizando um artifício de Viète
, vejamos: 

Substituímos Z por 
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, onde r > 0; e lembrando que 
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Obtemos: 
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Substituindo 
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Fica 
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Multiplicando e agrupando termos:
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Como r > 0 e p < 0,  
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Simplificando e isolando r fica: 
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Como estamos analisando caso em que p < 0; Reescrevemos:
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Após transformações algébricas temos: 

[image: image44.wmf](
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Esta fórmula deve ser usada quando temos ∆ < 0; 
[image: image45.wmf]q

 neste caso, pertence ao primeiro quadrante, se somarmos a este ângulo 1200 e calcularmos novamente obteremos x2, se somarmos mais 1200 ao ângulo obtido no passo anterior teremos x3. É um método alternativo para obter raízes de grau 3, porém só podemos utilizar quando p e delta menores que zero.
Considerações finais:

A solução fundamenta-se na obtenção do valor de delta,  portanto, de posse do mesmo estrutura-se a solução, senão vejamos:
Se  ∆ = 0: 
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Se  ∆ > 0 
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Se  ∆ < 0 
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Para calcular as demais raízes basta dividirmos a equação original (1) por 
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 e recairemos numa equação de grau 2, a qual podemos resolver usando a fórmula atribuída a Bhaskara
 (Este método de resolução é conhecido há pelo menos 1700 anos antes de Cristo, porém, era aplicado somente para obtenção de raízes positivas). 
Seja 
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 que foi obtida a partir da divisão da equação original 
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Podemos também obter as outras raízes, usando artifícios algébricos, tendo como base 
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Para melhor visualização dos resultados vou chamar o termo sob raiz de discriminante D.
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Quando ∆ < 0 e D > 0: teremos três raízes reais diferentes;

Se ∆  = 0 e D > 0: Três raízes reais e sendo duas iguais;

E para ∆  > 0 e D < 0: Uma raiz real e duas complexas.
E para q = 0, p  = 0 e D = 0: Três raízes reais iguais.
SINOPSE DO MÉTODO PASSO A PASSO:
Passo 1 obtenção de p,q e delta:
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[image: image62.wmf]2
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Passo 2 análise de delta e cálculo de x1:
Se  ∆ = 0: 
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Se  ∆ > 0 
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Se  ∆ < 0 
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Passo 3 cálculo do determinante D, x2 e x3:
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS:
1) 
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Passo 1 cálculo de p,q e delta:
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Passo 2 análise de delta e cálculo de x1:
Como 
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Passo 3 cálculo do determinante D, x2 e x3:
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Resposta: 
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Passo 1 cálculo de p,q e delta:
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Passo 2 análise de delta e cálculo de x1:
Como 
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Passo 3 cálculo do determinante D, x2 e x3:
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 Resposta: 
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Passo 1 cálculo de p,q e delta:
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Passo 2 análise de delta e cálculo de x1:
Como 
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Passo 3 cálculo do determinante D, x2 e x3:
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Resposta: 
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Passo 1 cálculo de p,q e delta:
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Passo 2 análise de delta e cálculo de x1:
Como 
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Passo 3 cálculo do determinante D, x2 e x3:
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Resposta: 
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Passo 1 cálculo de p,q e delta:
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Passo 2 análise de delta e cálculo de x1:
Como 
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Passo 3 cálculo do determinante D, x2 e x3:
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Resposta: 
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Na planilha de cálculo (Não esquecer de carregar o suplemento “Ferramentas de Análise” na barra de ferramentas do Excel, para permitir que sejam exibidos os resultados que envolvam raízes imaginárias).



































































� matemático nascido em Bréscia, república de Veneza (atualmente Itália)


� matemático nascido em Pávia, ducado de Milão (hoje Itália)


� Rafael Bombelli, nascido em Bologna – Itália em 1526


� François Viète, nasceu em Fontenay-le-Comte - França em 1540


� Bhaskara viveu de (1114 a 1185 DC) aproximadamente, na Índia
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Eq 3G

		Equação de Grau 3: ax^3+bx^2+cx+d=0 - Solução Algébrica (Método Tartaglia-Cardano)

		Entre com os valores dos coeficientes:

		a =		1

		b =		-5

		c =		8

		d =		-6

		Cálculo das raízes

		x1=		3.00

		x2 =		1+i

		x3 =		1-i

		Resulta: uma raíz real e duas complexas





Eq 3G

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7
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Gráfico
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Eq 2G

		Equação de grau 2: ax^2+bx+c = 0

		Entre com os valores das constantes a,b e c.

		a =		1

		b =		-1

		c =		-870

		delta =		3481

		CÁLCULO DAS RAÍZES

		x1 =		30

		x2 =		-29

		Resulta: duas raízes reais





Cálculos

										GRÁFICO		becker		p =		-0.1111111111				GRÁFICO

		0.5						tol =		0.2				q =		0.962962963		tol =		0

								xo =		-1.2				delta 3G =		0.9259259259		xo =		3

				1				xn =		0.8				Discriminante =		-4		xn =		3

				-30				L =		0.1052631579				A =		-5		L =		0

		delta 2G =		3481						x		y		B =		8				x		y

								1		-1.2		-867.4		C =		-6		1		3		-0

		Prova Real		0				2		-1		-868						2		3		-0

								3		-1		-868		Parte Real =		1		3		3		-0

				1				4		-1		-868		x1 =		3.00		4		3		-0

				-1				5		-1		-869		x2 =		1+i		5		3		-0

				-1				6		-1		-869		x3 =		1-i		6		3		-0

				900				7		-1		-869		D1 =		-4		7		3		-0

				0.2				8		-0		-869		D2 =		0		8		3		-0

		real 2 g		0.5				9		-0		-870		D3 =		0		9		3		-0

		imag 2 g		29.5				10		-0		-870		p_x1.3 =		0		10		3		-0

								11		-0		-870		p_x2.3 =		0		11		3		-0

								12		-0		-870		p_x3.3 =		0		12		3		-0

		((b/a+x.1)^2+4*d/(a*x.1))						13		0		-870		Perplexo =		0		13		3		-0

								14		0		-870		Parte Complex =		1.00		14		3		-0

								15		0		-870						15		3		-0

								16		0		-870						16		3		-0

								17		0		-870						17		3		-0

								18		1		-870						18		3		-0

								19		1		-870						19		3		-0

								20		1		-870						20		3		-0
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