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Resumo 

Modelagem Matemática aplicada à alunos do ensino médio da disciplina de Matemática no estudo da geometria espacial, mais precisamente, dos sólidos geométricos (cilindro e paralelepípedo retangular).

O objetivo deste trabalho é extrair de uma tora cilíndrica, cujo diâmetro é desconhecido, uma viga retangular que tenha o máximo volume possível. Deste modo, devemos determinar quais as medidas dos lados da seção retangular para que o desperdício de madeira seja mínimo, isto é, para que a viga tenha o maior volume possível, e em conseqüência a serraria lucre mais.

Palavras Chave: Sólidos, aplicações, cotidiano.

Ao estudarmos a Modelagem Matemática na disciplina de Metodologia de Práticas de Ensino II, do curso de Matemática da UEPG, houve interesse da parte dos alunos em desenvolver uma proposta de trabalho baseado segundo o processo de modelagem do Livro Modelagem Matemática & Implicações no Ensino-Aprendizagem de Matemática de Maria Salett Biembengut, onde adotamos os seguintes procedimentos:

a) Interação

Através de uma pesquisa realizada junto a especialistas da área, donos de madeireiras, o corte de toras cilíndricas é obtido, com no máximo 6 metros de comprimento, pois a partir desta medida a tora perde o seu formato cilíndrico e passa a ter o formato de um tronco de cone.

A obtenção de vigas a partir de toras cilíndricas é feita da seguinte forma:

Prense-se a tora em uma espécie de carro chamado "serra fita" onde o serrador corta um dos lados da tora com uma medida padrão de 2 polegadas ( 2,54 cm ) marcada em um gabarito propriamente desenvolvido para o corte de toras, e em seguida corta-se o lado perpendicular ao primeiro lado cortado formando assim uma espécie de setor circular com um canto de 90º. 

_Se o objetivo e obter pranchões ( vigas ) repete-se o processo conforme o número de vigas desejadas ou ainda utiliza-se outra máquina chamada "serra circular" para obter o material desejado (ripas, tábuas, etc ).

Como vimos é um processo intuitivo, e sem controle do material desperdiçado, onde o máximo aproveitamento da tora depende quase exclusivamente da habilidade do serrador.

_ Segundo os madeireiros, a cubagem de toras é obtida através de uma tabela muito antiga, com mais de cem anos, criada por um português com o objetivo de facilitar o cálculo da quantidade de madeira comercializada em metros cúbicos (Esta tabela é obtida através do cálculo do volume do cilindro com uma altura de 2 até 6 metros). Estima-se que uma tora de 60cm de diâmetro e 3m de comprimento produzirá em torno de 0,848 metros cúbicos de madeira, menos 30% de desperdício (serragem, casca e destopo), ou seja, 0,594 metros cúbicos de madeira.

_ Ainda segundo os madeireiros, toras com diâmetros inferiores à 30 centímetros dão uma margem de 50% de desperdício, motivo pelo qual, toras de 60cm são mais comercializadas e proporcionam um maior lucro para as serrarias.

Calculando o Volume de uma tora cilíndrica

O objetivo deste trabalho é extrair de uma tora cilíndrica, cujo diâmetro é desconhecido, uma viga retangular que tenha o máximo volume possível. Deste modo, devemos determinar quais as medidas dos lados da seção retangular para que o desperdício de madeira seja mínimo, isto é, para que a viga tenha o maior volume possível, e em conseqüência a serraria lucre mais.

b) Matematização      

1) Sólidos Geométricos  

Neste item apresenta-se o conceito de sólido geométrico e o cálculo de sua área e volume.
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_ Que tipos de sólidos geométricos nos sugerem a tora e a viga? 

Prisma, pirâmide, esfera, cilindro e cone são denominados sólidos geométricos.

_ A viga lembra um prisma retangular, também conhecido como paralelepípedo reto.

Se o paralelepípedo reto possui suas bases retangulares, ele é chamado de paralelepípedo reto-retângulo, ortoedro, ou paralelepípedo retângulo.

O prisma retangular possui faces(figuras planas), arestas(encontro de duas faces) e vértices(encontro de arestas).
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A Área da base de um paralelepípedo retângulo é a área do retângulo, ou seja, 
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A= a.b  ( a unidade de medida da área é o metro quadrado m2 ).

O Volume de um paralelepípedo retângulo de dimensões a,b e c é dado por:

V= a.b.c, ou seja,   V= Ab.h
   ( a unidade de medida do volume é o metro cúbico m3 ).

_ A Tora lembra um cilindro, como as suas bases são circulares, podemos dizer que a tora lembra um cilindro circular reto.

Classificação do Cilindro
Um cilindro pode ser:

· circular oblíquo: quando as geratrizes são oblíquas às bases; 

· circular reto: quando as geratrizes são perpendiculares às bases. 


O cilindro circular reto é também chamado de cilindro de revolução, por ser gerado pela rotação completa de um retângulo por um de seus lados. Assim, a rotação do retângulo ABCD pelo lado BC gera o cilindro a seguir:


A reta BC contém os centros das bases e é o eixo do cilindro.

Secção
Secção transversal é a região determinada pela intersecção do cilindro com um plano paralelo às bases. Todas as secções transversais são congruentes.


Secção meridiana é a região determinada pela intersecção do cilindro com um plano que contém o eixo.


A Área da base de um cilindro circular reto é a área do círculo, ou seja, 

A=(r2
   ( a unidade de medida da área é o metro quadrado m2 ).

O Volume de um cilindro de altura h e raio r é dado por:

V= (r2.h, ou seja,  V=Ab.h    ( a unidade de medida do volume é o metro cúbico m3 ).

1.1) Cálculo de Área e Volume

Sabemos que o volume é dado por:

V=Ab x h                ( Ab = área da base e h = altura )

As medidas dos lados da seção retangular são x e y


                       y

          x

x e y são tomados de tal forma que o volume seja o máximo

Assim o volume será:

V = x.y.h

Como h é constante achar o máximo volume é o mesmo que achar

a maior área da base, isto é, devemos maximizar A = x.y.

Sabe-se que a diagonal de qualquer retângulo inscrito em uma circunferência é o diâmetro desta circunferência, assim temos:


   
     d         y


        x

Neste momento precisamos encontrar o valor de “d”, podemos notar que os lados d, x e y formam um triângulo retângulo, portanto uma forma de encontrar este valor é pelo teorema de Pitágoras. 

2)Teorema de Pitágoras.

PITÁGORAS (580-497 a.C.).

"Prestem atenção: num triângulo retângulo, o quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos catetos. Ou seja: a2=b2+c2. Está claro?" O professor larga o giz e se volta para a classe: “pois este é o enunciado do teorema de Pitágoras”.

Vamos passar agora à demonstração". 

Enquanto o professor se vira de novo para o quadro negro, alguns alunos se entreolham: "E quem foi esse Pitágoras?”.


Um grego - o nome não engana ninguém. Um matemático - óbvio, caso contrário não faria teoremas. Um gênio - claro, senão quem não se preocuparia com ele e seus teoremas 25 séculos após sua morte? Um astrônomo - bem, vá lá, astronomia e matemática sempre andaram juntas. Mas Pitágoras foi mais que isso: conhecia também música, moral, filosofia, geografia e medicina. (trecho extraído do site www.somatematica.com.br).

Então vale a pena dar uma pausa nos cálculos e estudar um pouco a história deste que é uma das mentes mais brilhantes da nossa história.


Assim se demonstra o teorema de Pitágoras: somando os quadradinhos dos quadrados menores, que correspondem aos catetos, vê-se que seu número é igual aos do quadrado maior, cujo lado constitui a hipotenusa de um triângulo.
Agora que já relembramos o Teorema de Pitágoras e conhecemos um pouco de sua história podemos voltar aos nossos cálculos.

2.1) Cálculo do diâmetro (d) da Circunferência Pelo Teorema de Pitágoras
             d           y
               x

d2 = x2 + y2

y2 = d2-x2                               (1)

Obter x,y que maximiza A é o mesmo que obter x,y que maximiza A2 = x2.y2         (2)

Substituindo (1) em (2)

A2 = x2(d2-x2)

A2 = -(x4 -x2d2)

Neste momento, se for necessário, podemos trabalhar com os Produtos Notáveis e também com a técnica de “Completar quadrados”.

3) Produtos Notáveis e Método de Completar quadrados.

3.1) Produtos Notáveis

_ Quadrado da soma de dois termos:

Considere a expressão:

(x+y)(x+y)  ou  (x+y)2

Desenvolvendo algebricamente esta expressão temos:

(x+y)2 = (x+y)(x+y) = x2 +2.x.y + y2 . Assim podemos dizer que:

“O quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro, mais duas vezes o produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo”.

_ Quadrado da diferença de dois termos:

Considere a expressão:

(x-y)(x-y)  ou  (x-y)2

Desenvolvendo algebricamente esta expressão temos:

(x-y)2 = (x-y)(x-y) = x2 -2.x.y + y2 . Assim podemos dizer que:

“O quadrado da diferença de dois termos é igual ao quadrado do primeiro, menos duas vezes o produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo”.

3.2) Método de Completar quadrados

Considere um trinômio quadrado qualquer da forma ax2 +bx + c.

Por exemplo, x2 +10x + 15.

O problema que vamos colocar é o seguinte:

“Que transformações podem ser feitas adicionando ou subtraindo, multiplicando ou dividindo a expressão x2 +10x + 15 de modo a obter um trinômio quadrado perfeito? ``”.

1- Dividimos b por 2 

b/2= 5

2- Multiplicamos o valor encontrado por ele mesmo

5x5= 25

3- Adicionamos o valor encontrado em (2) à expressão x2 +10x +15, como já temos 15 basta completar com +10, 

x2 +10x + 15+10 


x2 +10x + 25, ou (x +5)2
Ou seja, para transformar a expressão x2 +10x + 15 num trinômio quadrado perfeito devemos acrescentar 10 unidades.
Para melhor visualizar o método, podemos explorar o método geométrico com retângulos de cartolina.

Agora que já vimos o “método de completar quadrados” podemos seguir com nossa demonstração do Modelo.

3.3) Completando quadrados

A2 = - ( x4 -2(d2/2.x2) + (d2/2)2)+(d2/2)2

A2 = (d2/2)2 - (x2-d2/2)2

Logo, a área máxima é obtida

com -x2+d2/2=0

x2=d2/2
(3)
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Substituindo (3) em (1), temos, 

y2 = d2-d2/2

y2 = d2/2
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Notamos que x=y, logo se trata de um quadrado.

A área máxima é:

A2 = x2.y2

A2 = d2/2 x d2/2

A2 = d4/4

A = d2/2 u.a   


(u.a =unidades de área) 

Esses Resultados encontrados permitem uma análise e interpretação, podendo se chegar a um modelo matemático.

Neste instante abre-se espaço para reforçarmos os conceitos de Potenciação e Raíz Quadrada.

(Ver, Giovanni & Giovanni Jr. 7ª série, Matemática Pensar e Descobrir – Páginas 23 à 39 e 40 à 47).

Modelo Matemático 

Pelos resultados à cima, encontramos uma fórmula para obter a maior área possível no corte da tora, que é o diâmetro da tora elevado ao quadrado dividido por dois.Os lados da seção retangular que na verdade, é quadrangular, pois vimos que, x=y, são obtidos quando tomamos o diâmetro da tora e dividimos pela raíz quadrada de dois.

Após a interpretação da fórmula encontrada, devemos fazer uma checagem da informação ali contida.

Validação

Como vimos no inicio, estima-se que uma tora de 60cm de diâmetro e 3m de comprimento produzirá em torno de 0,594 metros cúbicos de madeira, seguindo os métodos de corte aos quais os serradores estão abituados à utilizar, mesmo sem entender o processo matemático ali envolvido, mas através da experiência no uso dos equipamentos de corte, serra fita e serra circular, e gabaritos próprios para o corte de madeiras.

Pelo Modelo

Calculando a medida da seção quadrangular:
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sendo d=60cm

x=60/1,4142

x=42,4264cm

A área máxima é:

A = d2/2 u.a

Fazendo a transformação de centímetros para metros, temos que 60cm=0,6m, logo

A= 0,62/2 m2

A= 0,36/2 m2
A= 0,18 m2

Sabemos que o volume é dado por:

V=Ab x h

(Ab =área de base e h = altura)

A unidade de medida do volume é o metro cúbico (m3)

Como h = 3m, temos.

V = 0,18m2 x 3m

V = 0,54m3

Justificativa da resposta encontrada:

O valor inicial aos qual os serradores se referiram de 0,594 m3 é obtido com apenas dois cortes na tora, de 2 polegadas (gabarito) formando assim um setor circular, que posteriormente será cortado em diversos tipos de peças (vigas, vigotes, caibros, tábuas, ripas, sarrafos, etc,) pela serra circular, reduzindo assim o desperdício de madeira, uma vez que se fosse apenas utilizada, a serra fita, obteria-se uma viga retangular com 0,51 metros cúbicos, sendo assim a serra circular responsável pelo melhor aproveitamento da madeira extraída da tora.

Supondo que além de extrair a viga retangular, quiséssemos reaproveitar os cantos da tora que foram cortados, qual seria o percentual de ganho de madeira obtida pelo Modelo em relação ao processo tradicional? Para calcularmos este valor devemos relembrar a regra de três simples e o cálculo de porcentagem.

4)Regra de três simples
Regra de três simples é um processo prático para resolver problemas que envolvam quatro valores dos quais conhecemos três deles. Devemos, portanto, determinar um valor a partir dos três já conhecidos.

Passos utilizados numa regra de três simples:
1º) Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em colunas e mantendo na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em correspondência.

2º) Identificar se as grandezas são diretamente ou inversamente proporcionais.

3º) Montar a proporção e resolver a equação.

5) Porcentagem

A expressão por cento vem do latim percentum e quer dizer por um cento.  

Toda razão a/b, na qual b=100, chama-se taxa de porcentagem ou taxa percentual.

Assim, a razão 15/100 é o mesmo que 15 por cento.

Como a expressão por cento pode ser substituída pelo símbolo %, temos:

15/100 = 15% 

Agora que já sabemos usar a regra de três e calcular a porcentagem podemos calcular a porcentagem total de madeira obtida pelo Modelo.

Seja,

0,594 m3  a quantidade aproximada de madeira supostamente obtida pelos madeireiros.

 0,7 m3  a quantidade aproximada de madeira obtida pelo modelo.

Queremos saber qual seria o percentual de ganho de madeira obtida pelo Modelo em relação ao processo tradicional?

Assim,

0,7-0,594=0,1060

0,594 


100

0,1060  

X

0,594X = 0,1060x100

X = 10,60 / 0,594

X = 17,84 

Logo, o modelo proposto para a situação ao qual foi criado pode ser considerado viável, 

Tanto que se for utilizada a serra circular para o mesmo processo de reaproveitamento da tora, o corte realizado através do modelo produzirá 0,7 m3 aumentando assim em 17,84%  o aproveitamento em relação ao processo tradicional.

Contudo, este estudo visa basicamente, a aplicação da teoria da modelagem matemática no nosso cotidiano, servindo de apoio no processo de ensino-aprendizagem de nossos alunos.

Conteúdos matemáticos aplicáveis:

_ Sólidos geométricos

_ Cálculo de área e volume

_ Sistemas de medidas

_ Teorema de Pitágoras

_ Produtos notáveis

_ Potenciação

_ Raiz quadrada

_ Regra de Três simples

_ Porcentagem

Considerações finais
Devido à necessidade de buscarmos novas maneiras de ensinar e aprender, esta proposta visa auxiliar o processo de ensino-aprendizagem de nossos alunos, servindo como uma alternativa no ensino da geometria espacial, através da elaboração de um Modelo Matemático na busca de uma solução para uma determinada situação-problema, a fim de que os alunos passem a enxergar a Matemática em nosso cotidiano de uma forma prática e objetiva, não apenas aquela vista nos livros didáticos, sem vida e distante da realidade de seu dia-a-dia.

Acreditamos que, sempre quando for possível, devemos trabalhar os conceitos matemáticos à partir da realidade do meio em que vivem nossos alunos, deste modo, a Matemática passa à ser mais interessante e fascinante aos olhos de nossos alunos, pois eles são capazes de contribuir na própria construção do saber ao qual estão tendo contato, e a escola deixa de ser algo fora da sua realidade social e começa à fazer parte do seu cotidiano.

Neste sentido, acreditamos que esta proposta de trabalho é viável para sua aplicação devido ao grau de dificuldade apresentado em seu desenvolvimento e ao fácil acesso na coleta dos dados e a simplicidade dos cálculos aqui aplicados.
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