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1) Resolva de três modos diferentes o sistema

8>><>>:
x1 + x2 + x3 + x4 = 4
x1 � x2 + x3 + x4 = 8

x1 + x2 � 2x3 � 2x4 = �11
2x1 + x2 + 2x3 + x4 = 12664
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1 1 �2 �2
2 1 2 1
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3775 Primeiro modo resolução pela

Fatoração LU2664
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m21 = 1 m31 = 1 m41 = 2 m32 = 0 m42 =
1
2

U =

2664
1 1 1 1
0 �2 0 0
0 0 �3 �3
0 0 0 �1

3775 L =

2664
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
2 1

2 0 1

3775
Ly = b2664
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
2 1

2 0 1

3775
2664
y1
y2
y3
y4

3775 =
2664
4
8
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3775
y1 = 4 y1 + y2 = 8 y1 + y3 = �11 2y1 +

1
2y2 + y4 = 1

y2 = 4 y3 = �11� 4 y4 = 1� 8� 2
y3 = �15 y4 = �9

Ux = y2664
1 1 1 1
0 �2 0 0
0 0 �3 �3
0 0 0 �1

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

4
4
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�9

3775
�x4 = �9 �3x3 � 3x4 = �15 �2x2 = 4 x1 + x2 + x3 + x4 = 4
x4 = 9 �3x3 = �15 + 27 x2 = �2 x1 � 2� 4 + 9 = 4

x3 =
12
�3 x1 = 4 + 4 + 2� 9

x3 = �4 x1 = 1

Logo temos uma solução que é

2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

1
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�4
9

3775
2664
1 1 1 1
1 �1 1 1
1 1 �2 �2
2 1 2 1

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =

2664
4
8
�11
1

3775 Nesta segunda resolução uti-

lizarei o Teorema de Rouché-Capelli2664
1 1 1 1
1 �1 1 1
1 1 �2 �2
2 1 2 1

:
:
:
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3775 �L1 + L2
�L1 + L3
�2L1 + L4

=)

2664
1 1 1 1
0 2 0 0
0 0 �3 �3
0 �1 0 �1

:
:
:
:

4
4
�15
�7

3775 � 1
2L2

� 1
3L3

� 1
2L2 + L4

=)

=)

2664
1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 �1

:
:
:
:

4
�2
5
�9

3775
L1 + L2

L3 + L4
(�1)L4

=)

2664
1 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

:
:
:
:

6
�2
�4
9

3775 L1 � L3 =)

=)

2664
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

:
:
:
:

10
�2
�4
9

3775 L1 � L4 =)

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

:
:
:
:
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Tendo como solução de segundo modo de resolução

2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

1
�2
�4
9

3775
No terceiro modo de resolver o sistema utilizarei o Método da Matriz Inversa

Ax = b =) x = A�1:b2664
1 1 1 1
1 �1 1 1
1 1 �2 �2
2 1 2 1

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

4
8
�11
1

3775
2664
1 1 1 1
1 �1 1 1
1 1 �2 �2
2 1 2 1

:
:
:
:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3775 �L1 + L2
�L1 + L3
�2L1 + L4

=)

=)

2664
1 1 1 1
0 �2 0 0
0 0 �3 �3
0 �1 0 �1

:
:
:
:

1 0 0 0
�1 1 0 0
�1 0 1 0
�2 0 0 1

3775 L1 + L4
� 1
2 (L2)

� 1
3 (L3)

=)

2664
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 �1 0 �1

:
:
:
:

�1 0 0 1
1
2 � 1

2 0 0
1
3 0 � 1

3 0
�2 0 0 1

3775
L4 + L2

=)

=)

2664
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 �1

:
:
:
:

�1 0 0 1
1
2 � 1

2 0 0
1
3 0 � 1

3 0
� 3
2 � 1

2 0 1

3775
�L3 + L1

L3 + L4
(�1)L4

=)

=)

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

:
:
:
:

1
6

1
2

1
3 0

1
2 � 1

2 0 0
� 7
6 � 1

2 � 1
3 1

3
2

1
2 0 �1

3775 =)
2664

1
6

1
2

1
3 0

1
2 � 1

2 0 0
� 7
6 � 1

2 � 1
3 1

3
2

1
2 0 �1

3775 �
2664

4
8
�11
1

3775 =
2664
x1
x2
x3
x4

3775
x1 =

2
3 + 4�

11
3 x2 = 2� 4 x3 =

�14
3 � 4 + 11

3 + 1 x4 = 6 + 4� 1
x1 =

2+12�11
3 x2 = �2 x3 =

�14�12+11+3
3 x4 = 9

x1 =
3
3 x3 =

�12
4

x1 = 1 x3 = �4
Sendo a solução s = f1;�2;�4; 9g

2) Calcule o posto da matriz

0BBBB@
1 1 1 �1
5 2 0 1
�1 3 0 5
1 0 1 1
4 0 1 1

1CCCCA
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A =

0BBBB@
1 1 1 �1
5 2 0 1
�1 3 0 5
1 0 1 1
4 0 1 1

1CCCCA, rank: 4; calculado pelo Algorítimo de Dwivedi
como segue.
Seja A; a11 = 1

U1 =
1
1

266664
1
5
�1
1
4

377775 =
266664

1
5
�1
1
4

377775 ; V�1 =
�
1 1 1 �1

�

U1V�1 =

266664
1
5
�1
1
4

377775 � 1 1 1 �1
�
=

266664
1 1 1 �1
5 5 5 �5
�1 �1 �1 1
1 1 1 �1
4 4 4 �4

377775

A1 = A� U1V�1 =

266664
0 0 0 0
0 �3 �5 6
0 4 1 4
0 �1 0 2
0 �4 �3 5

377775 6= '
Seja em A1; a22 = �3

U2 = � 1
3

266664
0
�3
4
�1
�4

377775 =
266664

0
1
� 4
3
1
3
4
3

377775 V2 =
�
0 �3 �5 6

�

U2V�2 =

266664
0
1
� 4
3
1
3
4
3

377775 � 0 �3 �5 6
�
=

266664
0 0 0 0
0 �3 �5 6
0 4 20

3 �8
0 �1 � 5

3 2
0 �4 � 20

3 8

377775

A2 = A1 � U2V�2 =

266664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 � 17

3 12
0 0 5

3 0
0 0 11

3 �3

377775 6= '
Seja em A2; a33 = � 17

3

U3 = � 1
17
3

266664
0
0
� 17

3
5
3
11
3

377775 =
266664

0
0
1
� 5
17

� 11
17

377775 ; V�3 =
�
0 0 � 17

3 12
�
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U3V�3 =

266664
0
0
1
� 5
17

� 11
17

377775 � 0 0 � 17
3 12

�
=

266664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 � 17

3 12
0 0 5

3 � 60
17

0 0 11
3 � 132

17

377775

A3 = A2 � U3V�3 =

266664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 60

17
0 0 0 81

17

377775 6= '
Seja em A3; a44 =

60
17

U4 =
17
60

266664
0
0
0
60
17
81
17

377775 =
266664
0
0
0
1
27
20

377775 ; V�4 =
�
0 0 0 60

17

�

U4V�4 =

266664
0
0
0
1
27
20

377775 � 0 0 0 60
17

�
=

266664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 60

17
0 0 0 81

17

377775

A4 = A3 � U4V�4 =

266664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

377775 = '
Pelo Algorítimo de Dwivedi, a matriz A pode ser fatorada na forma A = BC

Com B =

266664
1 0 0 0
5 1 0 0
�1 � 4

3 1 0
1 1

3 � 5
17 1

4 4
3 � 11

17
27
20

377775 e C =

2664
1 1 1 �1
0 �3 �5 6
0 0 � 17

3 12
0 0 0 60

17

3775
Sendo que Ar = ' e A4 = ' pode-se a�rmar que o posto da matriz a seja 4.
3) Determine se os conjuntos de vetores são LD ou LI
a) (2; 3; 4) ; (1; 1;�1) ; (1; 2; 1)
x (2; 3; 4) + y (1; 1;�1) + z (1; 2; 1) = (0; 0; 0; 0)
(2x+ y + z; 3x+ y + 2z; 4x� y + z) = (0; 0; 0; 0)8<: 2x+ y + z = 0
3x+ y + 2z = 0
4x� y + z = 0

s

8<: 2x+ y + z = 0
� 1
2y +

1
2z = 0

�3y � z = 0
s

8<: 2x+ y + z = 0
� 1
2y +

1
2z = 0

�4z = 0
Dai a solução é única a trivial, e o conjunto é linearmente independente.
Sendo a solução fy = 0; x = 0; z = 0g
b) (0; 1; 1; 0) ; (2; 0; 0; 2) ; (1; 2; 2; 1)
x (0; 1; 1; 0) + y (2; 0; 0; 2) + z (1; 2; 2; 1) = (0; 0; 0; 0)

5



(2y + z; x+ 2z; x+ 2z; 2y + z) = (0; 0; 0; 0)8>><>>:
2y + z = 0
x+ 2z = 0
x+ 2z = 0
2y + z = 0

s
�
x+ 2z = 0
2y + z = 0

.

Esse sistema admite outras soluções além da trivial, dai o conjunto é liner-
mente dependente
c) (1; 1; 1; 1) ; (0; 2; 0; 2) ; (3; 4; 5; 6) ; (1; 1; 6; 3) ; (1; 2; 2; 5)

t (1; 1; 1; 1)+u (0; 2; 0; 2)+v (3; 4; 5; 6)+x (1; 1; 6; 3)+z (1; 2; 2; 5) = (0; 0; 0; 0)

8>><>>:
t+ 3v + x+ z = 0

t+ 2u+ 4v + x+ 2z = 0
t+ 5v + 6x+ 2z = 0

t+ 2u+ 6v + 3x+ 5z = 0

s

8>><>>:
t+ 3v + x+ z = 0

t+ 2u+ 4v + x+ 2z = 0
2v + 5x+ z = 0
2v + 2x+ 3z = 0

s

8>><>>:
t+ 2u+ 4v + x+ 2z = 0
t+ 3v + x+ z = 0
2v + 5x+ z = 0
�3x+ 2z = 0

ss

8>><>>:
t+ 2u+ 4v + x+ 2z = 0

�2u� v � z = 0
2v + 5x+ z = 0
3x+ 2z = 0

Este sistema admite outras soluções além da trivial; dai o conjunto de vetores
é linearmente dependente.

4) Utilize o Algorítimo de Dawivedi para fatorar a matriz

0BB@
1 0 1 0
�1 2 1 2
0 2 2 2
1 0 0 �1

1CCA,
rank: 30BB@

1 0 1 0
�1 2 1 2
0 2 2 2
1 0 0 �1

1CCA U1 =
1
pq

26664
a1
a2
...
amq

37775 ; V�1 =

[ap1; ap2; :::; apn]
a11 = 1

U1 =
1
1

2664
1
�1
0
1

3775 =
2664

1
�1
0
1

3775 V1�=
�
1 0 1 0

�

) U1V�1 =

2664
1
�1
0
1

3775 � 1 0 1 0
�
=

2664
1 0 1 0
�1 0 �1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

3775
A1 = A� U1V�1 =2664

1 0 1 0
�1 2 1 2
0 2 2 2
1 0 0 �1

3775�
2664

1 0 1 0
�1 0 �1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

3775 =
2664
0 0 0 0
0 2 2 2
0 2 2 2
0 0 �1 �1

3775
Como A1 6= ' repetir o processo em A1
Seja em A1, a22 = 2
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obter U2V�2

U2 =
1
2

2664
0
2
2
0

3775 =
2664
0
1
1
0

3775 ; V�2 =
�
0 2 2 2

�

) U2V�2 =

2664
0
1
1
0

3775 � 0 2 2 2
�
=

2664
0 0 0 0
0 2 2 2
0 2 2 2
0 0 0 0

3775
A2 = A1�U2V�2 =

2664
0 0 0 0
0 2 2 2
0 2 2 2
0 0 �1 �1

3775�
2664
0 0 0 0
0 2 2 2
0 2 2 2
0 0 0 0

3775 =
2664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 �1 �1

3775 6=
'
Seja A2; a43 = �1
obter o produto U3V�3

U3 = � 1
1

2664
0
0
0
�1

3775 =
2664
0
0
0
1

3775 ; V�3 =
�
0 0 �1 �1

�

U3V�3 =

2664
0
0
0
1

3775 � 0 0 �1 �1
�
=

2664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 �1 �1

3775
A3 = A2�U3V�3 =

2664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 �1 �1

3775�
2664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 �1 �1

3775 =
2664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3775 =
0
Como A3 = ', então o processo está encerrado

B =

2664
1
�1
0
1

0
1
1
0

0
0
0
1

3775 ; C =

24 1 0 1 0
0 2 2 2
0 0 �1 �1

35

Logo A = BC

2664
1 0 0
�1 1 0
0 1 0
1 0 1

3775
24 1 0 1 0
0 2 2 2
0 0 �1 �1

35 =
2664

1 0 1 0
�1 2 1 2
0 2 2 2
1 0 0 �1

3775
= A
5) Obtenha a inversa de Moore-Penrose das matrizes abaixo, obtenha tam-

bém uma inversa condicional e uma inversa de quadrado mínimos.

a)
�

1 1
3�3

2 �3

�
Seja em A; a11 = 1

U1 =
1
1

�
1
�3
2

�
=

�
1
� 3
2

�
; V�1 =

�
1 1

3

�

7



U1V�1 =

�
1
� 3
2

� �
1 1

3

�
=

�
1 1

3
� 3
2 � 1

2

�
A1 = A� U1V�1 =

�
0 0
0 � 5

2

�
6= '

Seja em A1; a22 = � 5
2

U2 = � 2
5

�
0
� 5
2

�
=

�
0
1

�
; V�2 =

�
0 � 5

2

�
U2V�2 =

�
0
1

� �
0 � 5

2

�
=

�
0 0
0 � 5

2

�
A2 = A1 � U2V�2 =

�
0 0
0 0

�
= '

Então tem-se: B =
�
1 0
� 3
2 1

�
, transposta de B;B�=

�
1 � 3

2
0 1

�
e

C =

�
1 1

3
0 � 5

2

�
; transposta de C;C�=

�
1 0
1
3 � 5

2

�
A+ = C�(CC�)

�1
(B�B)

�1
B�

A+ =

�
1 0
1
3 � 5

2

���
1 1

3
0 � 5

2

� �
1 0
1
3 � 5

2

���1��
1 � 3

2
0 1

� �
1 0
� 3
2 1

���1
�

�
�
1 � 3

2
0 1

�
A+ =

�
1 0
1
3 � 5

2

���
10
9 � 5

6
� 5
6

25
4

���1�� 13
4 � 3

2
� 3
2 1

���1 �
1 � 3

2
0 1

�

A+ =

�
1 0
1
3 � 5

2

� �
1 2

15
2
15

8
45

� �
1 3

2
3
2

13
4

� �
1 � 3

2
0 1

�
A+ =

�
6
5

2
15

� 3
5 � 2

5

�
Inversa condicional A��

1 1
3�3

2 �3

�
, rank: 2

M =

�
1 1

3�3
2 �3

�
�
M�1��= " 1 1

3�3
2 �3

�1
#�
=

�
6
5

2
15

� 3
5 � 2

5

��
=
�

6
5 � 3

5
2
15 � 2

5

�
�

6
5 � 3

5
2
15 � 2

5

��
=

�
6
5

2
15

� 3
5 � 2

5

�

Portanto
�

6
5

2
15

� 3
5 � 2

5

�
é uma inversa condicional de

�
1 1

3�3
2 �3

�
:

Inversa dos quadrados mínimos�
1 1

3�3
2 �3

�
Ap = (A�A)

�
A�

8



Ap =

��
1 � 3

2
1
3 �3

� �
1 1

3�3
2 �3

��� �
1 � 3

2
1
3 �3

�
Ap =

��
13
4

29
6

29
6

82
9

��� �
1 � 3

2
1
3 �3

�
Ap =

�
328
225 � 58

75
� 58
75

13
25

� �
1 � 3

2
1
3 �3

�
Ap =

�
6
5

2
15

� 3
5 � 2

5

�
b)

0@ 1 �1 �2
0 3 0
3 4 0

1A
Seja em A; a11 = 1

U1 =
1
1

24 1
0
3

35 =
24 1
0
3

35 ; V�1 =
�
1 �1 �2

�
U1V�1 =

24 1
0
3

35 � 1 �1 �2
�
=

24 1 �1 �2
0 0 0
3 �3 �6

35
A1 = A� U1V�1 =

24 0 0 0
0 3 0
0 7 6

35
Seja em A1; a22 = 3

U2 =
1
3

24 0
3
7

35 =
24 0
1
7
3

35 ; V�2 =
�
0 3 0

�
U2V�2 =

24 0
1
7
3

35 � 0 3 0
�
=

24 0 0 0
0 3 0
0 7 0

35
A2 = A1 � U2V�2 =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 6

35
Seja em A2; a33 = 6

U3 =
1
6

24 0
0
6

35 =
24 0
0
1

35 ; V�3 =
�
0 0 6

�
U3V�3 =

24 0
0
1

35 � 0 0 6
�
=

24 0 0 0
0 0 0
0 0 6

35
A3 = A2 � U3V�3 =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 0

35 = '
Então tem-se: B =

24 1 0 0
0 1 0
3 7

3 1

35 , transposta de B;B�=
24 1 0 3
0 1 7

3
0 0 1

35 e
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C =

24 1 �1 �2
0 3 0
0 0 6

35 transposta de C;C�=
24 1 0 0
�1 3 0
�2 0 6

35
A+ = C�(CC�)

�1
(B�B)

�1
B�

A+ =

24 1 0 0
�1 3 0
�2 0 6

350@24 1 �1 �2
0 3 0
0 0 6

3524 1 0 0
�1 3 0
�2 0 6

351A�1

�

�

0@24 1 0 3
0 1 7

3
0 0 1

3524 1 0 0
0 1 0
3 7

3 1

351A�1 24 1 0 3
0 1 7

3
0 0 1

35
A+ =

24 1 0 0
�1 3 0
�2 0 6

350@24 6 �3 �12
�3 9 0
�12 0 36

351A�10@24 10 7 3
7 58

9
7
3

3 7
3 1

351A�1 24 1 0 3
0 1 7

3
0 0 1

35

A+ =

24 1 0 0
�1 3 0
�2 0 6

3524 1 1
3

1
3

1
3

2
9

1
9

1
3

1
9

5
36

3524 1 0 �3
0 1 � 7

3
�3 � 7

3
139
9

3524 1 0 3
0 1 7

3
0 0 1

35

A+ =

24 0 � 4
9

1
3

0 1
3 0

� 1
2 � 7

18
1
6

35
Cálculo da inversa condicional de

0@ 1 �1 �2
0 3 0
3 4 0

1A
0B@
24 1 �1 �2
0 3 0
3 4 0

35�1
1CA
�

=

24 0 � 4
9

1
3

0 1
3 0

� 1
2 � 7

18
1
6

35�=
24 0 0 � 1

2
� 4
9

1
3 � 7

18
1
3 0 1

6

35,
Portanto

24 0 � 4
9

1
3

0 1
3 0

� 1
2 � 7

18
1
6

35 é a inversa condicional de
0@ 1 �1 �2
0 3 0
3 4 0

1A

Cálculo da inversa dos quadrados mínimosde

0@ 1 �1 �2
0 3 0
3 4 0

1A, transpose:
Ap = (A�A)

�
A�

Ap =

0@24 1 0 3
�1 3 4
�2 0 0

3524 1 �1 �2
0 3 0
3 4 0

35 1A� 24 1 0 3
�1 3 4
�2 0 0

35

10



Ap =

24 25
81 � 4

27
37
162

� 4
27

1
9 � 7

54
37
162 � 7

54
139
324

3524 1 0 3
�1 3 4
�2 0 0

35 =

24 0 � 4
9

1
3

0 1
3 0

� 1
2 � 7

18
1
6

35 é a in-

versa dos quadrados mínimos

c)
�
0 2 1 0
0 2 1 0

�
Seja em A; a12 = 2

U1 =
1
2

�
2
2

�
=

�
1
1

�
; V�1 =

�
0 2 1 0

�
U1V�1 =

�
1
1

� �
0 2 1 0

�
=

�
0 2 1 0
0 2 1 0

�
A1 = A� U1V�1 =

�
0 0 0 0
0 0 0 0

�
= '

Então tem-se: B =
�
1
1

�
, transposta de B;B�=

�
1 1

�
e

C =
�
0 2 1 0

�
transposta de C;C�=

2664
0
2
1
0

3775
A+ = C�(CC�)

�1
(B�B)

�1
B�

A+ =

2664
0
2
1
0

3775
0BB@� 0 2 1 0

� 2664
0
2
1
0

3775
1CCA
�1��

1 1
� � 1

1

���1 �
1 1

�

A+ =

2664
0 0
1
5

1
5

1
10

1
10

0 0

3775
Inversa condicional de

�
0 2 1 0
0 2 1 0

�
é dada por:

M =
�
[2]

�1
��
= 1

2�
0 1

2 0 0
0 0 0 0

�
logo

0BB@
0 0
1
2 0
0 0
0 0

1CCA é uma da inversa condicional de � 0 2 1 0
0 2 1 0

�

A inversa de quadrados mínimos é dada por:�
0 2 1 0
0 2 1 0

� 2664
0 0
2 2
1 1
0 0

3775� 0 2 1 0
0 2 1 0

�
=

2664
0 0 0 0
0 8 4 0
0 4 2 0
0 0 0 0

3775, rank: 1
11



Ap = (A�A)
�
A�

Ap =

0BB@
2664
0 0
2 2
1 1
0 0

3775� 0 2 1 0
0 2 1 0

�1CCA
� 2664

0 0
2 2
1 1
0 0

3775
Ap =

2664
0 0 0 0
0 1

8 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3775
2664
0 0
2 2
1 1
0 0

3775
Ap =

2664
0 0
1
4

1
4

0 0
0 0

3775
6) Através do escalonamento de matrizes obtenha valores para a e b, se

estes existirem, tal que o sistema seja inconsistentes. Neste caso obtenha uma
solução aproximadamente utilizando a inversa de Moore_Penrose.8<: x1 � x2 + x3 = 1

x1 + 2x2 � x3 = 1
2x1 + x2 + ax3 = b

=)

24 1 �1 1
1 2 �1
2 1 a

3524 x1
x2
x3

35 =
24 1
1
b

35
24 1 �1 1
1 2 �1
2 1 a

:
:
:

1
1
b

35 �L1 + L2
�2L1 + L3

=)

24 1 �1 1
0 3 �2
0 3 a� 2

:
:
:

1
0

b� 2

35
�L2 + L3

=)

=)

24 1 �1 1
0 3 �2
0 0 a

:
:
:

1
0

b� 2

35 =) para que o sistema seje inconsistente

temos a = b e qualquer valor que satisfaça esta condição, por exemplo a = 1 e
b = 1

tem-se

24 1 �1 1
0 3 �2
0 0 1

:
:
:

1
0
�1

35 =) r (A) = 2 e r (A : y) = 3

Como r (A) = 2 < r (A : y) = 3, o sistema é inconsistent; logo nao existe
combinação linear das colunasde A que produza y
x+ = A

+y é a solução aproximada para Ax = y24 1 �1 1
1 2 �1
2 1 1

3524 x1
x2
x3

35 =
24 1
1
1

35
x1 =

24 3
2
1

35
x+ =

24 1 2
3 � 1

3
�1 � 1

3
2
3

�1 �1 1

3524 1
1
1

35 =
24 4

3
� 2
3

�1

35
norma do erro

12



e
�
x1
�
= y�Ax1 =

24 1
1
1

35�
0@24 1 �1 1

1 2 �1
2 1 1

3524 3
2
1

351A =

24 1
1
1

35�
24 2
6
9

35 =24 �1
�5
�8

35
ke (x)k2 = (�1)2 + (�5)2 + (�8)2 = 90

e (x�) = y � Ax� =

0@24 1 �1 1
1 2 �1
2 1 1

3524 4
3
� 2
3

�1

351A =

24 1
1
1

35 �
24 1
1
1

35 =24 0
0
0

35
ke (x�)k2 = 0
k(x)k2 = 90 > k(x�)k2 = 0

Norma da solução
k(x)k2 = 32 + 22 + 12 = 14; k(x�)k2 =

�
4
3

�2
+
�
� 2
3

�2
+ (�1)2 = 29

9

Existe vetores x menor que 29
9 :

Cálculo auxiliar de A+ no exercício 6.24 1 �1 1
1 2 �1
2 1 1

35
U1 =

24 1
1
2

35 V 1 =
�
1 �1 1

�
U1V 1 =

24 1
1
2

35 � 1 �1 1
�
=

24 1 �1 1
1 �1 1
2 �2 2

35
A1 =

24 1 �1 1
1 2 �1
2 1 1

35�
24 1 �1 1
1 �1 1
2 �2 2

35 =
24 0 0 0
0 3 �2
0 3 �1

35
U2 = 1

3

24 0
3
3

35 =
24 0
1
1

35 V 2 =
�
0 3 �2

�
U2V 2 =

24 0
1
1

35 � 0 3 �2
�
=

24 0 0 0
0 3 �2
0 3 �2

35
A2=

24 0 0 0
0 3 �2
0 3 �1

35�
24 0 0 0
0 3 �2
0 3 �2

35 =
24 0 0 0
0 0 0
0 0 1

35
U3=

24 0
0
1

35 V3=
�
0 0 1

�

13



U3V 3 =

24 0
0
1

35 � 0 0 1
�
=

24 0 0 0
0 0 0
0 0 1

35
A3 =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 1

35�
24 0 0 0
0 0 0
0 0 1

35 =
24 0 0 0
0 0 0
0 0 0

35 = '
B =

24 1 0 0
1 1 0
2 1 1

35, transpose:
24 1 1 2
0 1 1
0 0 1

35 C =

24 1 �1 1
0 3 �2
0 0 1

35,
transpose:

24 1 0 0
�1 3 0
1 �2 1

35
A+ = C�(CC�)

�1
(B�B)

�1
B�

A+ =

24 1 0 0
�1 3 0
1 �2 1

350@24 1 �1 1
0 3 �2
0 0 1

3524 1 0 0
�1 3 0
1 �2 1

351A�1

�

�

0@24 1 1 2
0 1 1
0 0 1

3524 1 0 0
1 1 0
2 1 1

351A�1 24 1 1 2
0 1 1
0 0 1

35
A+ =

24 1 2
3 � 1

3
�1 � 1

3
2
3

�1 �1 1

35
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