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Novo método para obtenção de valores máximos e mínimos de funções quadráticas
New Method to Get Maximum and Mininum Values of Quadratic Functions

Leandro Sarai

Resumo

O presente artigo objetiva, pelo método dedutivo, introduzir uma nova forma de calcular pontos de máximo e de mínimo de uma função polinomial do segundo grau. Essa proposta nasce de um estudo crítico do fundamento do cálculo diferencial. Para tanto, após trazer conceitos básicos e explicação sobre seu funcionamento, apresenta alguns questionamentos e demonstra esse novo método utilizado com comparação com o cálculo diferencial. Também é apresentado um novo método para verificação se o ponto de vértice encontrado é um ponto de mínimo ou de máximo.
Palavras-chave: Pontos de máximo e de mínimo – Equações quadráticas – Método. 
Abstract

The present article aims to introduce a new way of calculating maximum and minimum points of a second-degree polynomial function, by the deductive method. This proposal is born from a critical study on the basis of the differential calculus. To do so, after bringing basic concepts and explanation of its functioning, it presents some questions and demonstrates this new method used compared with the differential calculus. It is also introduced a new method to verify if the value found is a minimum or a maximum value.
Keywords/Palabras clave: Maximum and minimum points- Quadratic equations – Method.
Introdução

A partir de um estudo crítico do método do cálculo diferencial, o presente estudo apresenta uma maneira diversa para obtenção dos valores máximos ou mínimos de uma função quadrática, isto é, do tipo [image: image2.png]ax®+bx+c



, em que [image: image4.png]a0



. Essa restrição se justifica, de um lado, por serem as mais comuns do ensino básico e, de outro, em razão de não terem sido ainda aprofundados os estudos para outros tipos de funções ou mesmo para funções polinomiais de outros graus.

O cálculo diferencial nem chega a ser ensinado aos alunos do ensino básico. O ensino se limita à fórmula de Bhaskara como ferramenta para solução de equações do segundo grau e para identificação de pontos de máximo e de mínimo no gráfico oriundo de funções desse grau. Há quem defenda que o cálculo diferencial ou mesmo outros métodos sejam ministrados aos alunos do ensino médio (Paterlini, [ano?]. Duclos, [ano?]. Paiva, 2015. Numer, 2015. Paiva, 2015. Corrêa, 2016).

Justifica-se a publicação do presente estudo porque o raciocínio nele desenvolvido não foi encontrado nesses outros métodos mencionados que são utilizados para obtenção de valores máximos ou mínimos de uma função quadrática.

O método que será estudado abaixo chega praticamente aos mesmos resultados obtidos com o uso do cálculo diferencial. Mas ele coloca algumas questões para reflexão, inclusive sobre sua própria utilidade prática e sobre sua validade.

O artigo é dividido em quatro partes, além dessa introdução. A parte inicial apresenta alguns conceitos básicos para tornar o estudo mais didático, além de propor um problema para servir de exemplo inicial do estudo.

A segunda parte, também de natureza conceitual, aborda o método do cálculo diferencial.

A terceira parte realiza o tratamento crítico do método do cálculo diferencial e propõe o método alternativo para obtenção de pontos de máximo e de mínimo objeto do presente artigo.

A última parte reúne as conclusões obtidas e indica as questões que demandarão novas pesquisas.

1. Alguns conceitos iniciais e um problema para demonstração

Para fins didáticos, é importante que sejam precisados alguns conceitos que serão utilizados ao longo do texto. Entre eles, em primeiro lugar, chama-se “função” uma lei ou padrão que rege a relação entre duas variáveis, sendo uma delas independente e a segunda dependente da primeira. Diz-se mais propriamente que a função rege a relação entre dois conjuntos, caso se tome todos os valores possíveis da variável independente em um dos conjuntos com os respectivos valores da variável independente no outro (Wikipedia, 2019a).

Assim, por exemplo, [image: image6.png]) =3x



 é lida como “função de [image: image8.png]


 é igual a [image: image10.png]3x



”, significando que, conforme se altera o valor atribuído a “[image: image12.png]


”, o resultado será a multiplicação desse valor por [image: image14.png]


 e o conjunto de todos os valores possíveis de [image: image16.png]


 está relacionado com os respectivos valores no conjunto de [image: image18.png]Fx)



. No caso, “[image: image20.png]


” representa uma variável cujo valor é conhecido. Esta é a variável independente. [image: image22.png]Fx)



, por sua vez, terá seu resultado dependente do valor de [image: image24.png]


, ou seja, será a variável dependente.

Representando essa função do exemplo em um gráfico cartesiano
, ficaria assim:

[image: image25.png]10
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Figura 1: Representação da função [image: image27.png]



Fonte: Elaborado pelo autor
Nessa representação, a linha horizontal onde estão indicados os valores de [image: image29.png]


 é chamado eixo [image: image31.png]


 ou eixo das abscissas. Por sua vez, o eixo vertical, que indica os valores resultantes da função é chamado de eixo [image: image33.png]


, eixo da função de [image: image35.png]


 ou eixo das coordenadas.

Algumas funções podem gerar gráficos em forma de parábola, tais como as funções polinomiais do segundo grau (Wikipedia, 2019b), objeto do presente estudo. Para [image: image37.png]) = x2



, o gráfico ficaria assim:

[image: image38.png]f(x)=x*





Figura 2: Representação da função [image: image40.png]



Fonte: Elaborado pelo autor
Em situações como essas das funções polinomiais do segundo grau, os gráficos apresentarão pontos de máximo ou de mínimo, cuja identificação pode ter extrema importância para solução de problemas práticos.

Um problema clássico para demonstrar essa assertiva é aquele em que se tem determinada metragem de tela e se pretende fazer uma cerca retangular
. Como retângulo, haverá dois pares de lados iguais e, supondo, por hipótese, que a quantidade de tela seja de [image: image42.png]100 metros



, os lados do retângulo poderiam ser designados por [image: image44.png]


 e [image: image46.png]100 —x




. “[image: image48.png]


” seria a medida da tela que seria dividida por [image: image50.png]


 para fazer dois lados do retângulo e o restante, [image: image52.png]100 — x



, também precisaria ser dividido por 2 para fazer os outros dois lados:
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Figura 3: Representação da cerca a ser construída conforme o exemplo proposto
Fonte: Elaborado pelo autor
Nesse caso, o perímetro, que é de 100 metros, seria dado por [image: image55.png]-G+ [ (25|



, ou, simplificando, seria [image: image57.png]x+ (100 — x)



. Por sua vez, a área do cercado seria dada por [image: image59.png]100-x x




 ou [image: image61.png]


, ou ainda [image: image63.png]100x x*



, que, de modo simplificado, resulta [image: image65.png]x
250 ——
Y



.

O que nem sempre é evidente é que esses mesmos 100 metros de tela permitem fazer o mesmo cercado retangular com diferentes áreas. Se o terreno onde ficará esse cercado comporta sua construção com quaisquer das áreas possíveis, é de se presumir que seria preferível propiciar uma área máxima, pois isso permitiria um melhor aproveitamento da tela e seria possível colocar mais víveres, plantas ou seja lá o que for dentro do cercado. Nesse exemplo, a tabela abaixo apresenta as possíveis medidas de [image: image67.png]


 e as áreas correspondentes do cercado:

Tabela 1: Valores de x e área correspondente do cercado
	Valores de
[image: image68.png]



	Área em m²:
[image: image69.png]flx) = 25x — il
1





	0
	0

	20
	400

	30
	525

	40
	600

	50
	625

	60
	600

	70
	525

	80
	400

	90
	225

	100
	0


Fonte: Elaborada pelo autor

O gráfico da função que descreve o comportamento da área conforme ocorre a variação na medida de [image: image71.png]


 está exposto abaixo:
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Figura 4: Representação gráfica da função [image: image74.png]



Fonte: Elaborado pelo autor

Os dados da tabela e o gráfico parecem indicar que a área máxima seria de 625 metros quadrados, alcançada quando o valor de [image: image76.png]


 é igual a 50 metros. Com isso, a largura do cercado seria de [image: image78.png]25m



 e o comprimento também seria de [image: image80.png]25m.




Embora no presente exemplo esteja de certa forma um tanto quanto simples visualizar o tamanho de [image: image82.png]


para se chegar à área máxima, por conta da facilidade que o computador proporciona na resolução rápida de contas e na elaboração de gráficos, isso nem sempre ocorre.

A questão que se coloca então é: haveria alguma forma de se obter os pontos de mínimo ou de máximo de antemão, sem necessidade de elaboração de tabelas e de gráficos e de tentativas desperdiçadas com erros? Isso pouparia tempo e trabalho.

Um dos métodos mais conhecidos pelos alunos do ensino básico para identificação dos pontos de máximo e de mínimo nas funções polinomiais do segundo grau está relacionado à fórmula de Bhaskara
. Alguns métodos numéricos, nem tanto conhecidos, também são apontados.

Um outro método bem conhecido, e que normalmente não é usado por alunos do ensino básico, é o método do cálculo diferencial
. Mas haveria algum outro método além desses? 

Antes de responder, é necessário antes explicar um pouco o que é o cálculo diferencial, pois é com essa explicação que se trabalhará no suposto novo método de localização de pontos de máximo e de mínimo.

2. O método do cálculo diferencial

Em resumo, o método funciona do seguinte modo. Tome-se novamente o gráfico do exemplo do cercado:
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Figura 5: Representação do método do cálculo diferencial
Fonte: Elaborado pelo autor
A ideia do método, em primeiro lugar, está em observar qual a variação da função [image: image85.png]Fx)



 conforme varia o valor de [image: image87.png]


. No gráfico acima, por exemplo, quando [image: image89.png]


 passa de [image: image91.png]20



 para [image: image93.png]


, o resultado da função muda de [image: image95.png]400



 para [image: image97.png]525.



 Nota-se no gráfico que essa variação da função é indicada pela altura do triângulo retângulo indicado em azul na figura. Por sua vez, a base do triângulo retângulo indica a variação de [image: image99.png]


. Sabe-se, pelas propriedades da trigonometria, que a divisão da altura indicada do triângulo pela sua base resultará a inclinação do segmento de reta os dois valores da função de [image: image101.png]


, independentemente de quais sejam os valores atribuídos a [image: image103.png]


. Ocorre que, se se tomar um determinado valor de [image: image105.png]


 e um segundo valor de [image: image107.png]


 considerando a menor variação possível a partir de [image: image109.png]


, variação essa praticamente desprezível, tendente a zero, isso também geraria uma variação do resultado da função, indicando a inclinação desse segmento de reta e também da parte do curva do gráfico em que ele está. Caso se prolongue esse segmento de reta em seus dois extremos tornando-o uma reta, esta reta seria tangente à curva do gráfico, isto é, tocaria essa curva em determinada parte. Se esse procedimento for feito seguindo o eixo [image: image111.png]


 inteiro, perceber-se-á que, no ponto de máximo (ou mesmo no ponto de mínimo, se fosse o caso), a inclinação da curva seria igual a [image: image113.png]


.

A formulação inicial do cálculo diferencial é dada por
:

[image: image114.png]af _ - (fc+a9) —f(0)
A T AT,




Ela indica a razão ou divisão da variação ou diferença no resultado da função de [image: image116.png]


 na medida em que ocorre uma diferença ou variação desprezível (tendente a zero) em [image: image118.png]


. Como se trata da razão entre as diferenças no eixo de [image: image120.png]Fx)



 e no eixo de [image: image122.png]


, fica claro o motivo do nome cálculo diferencial, isto é, cálculo das diferenças. A notação[image: image124.png]lim—{(Ax - 0)



, indica com o símbolo [image: image126.png]


 uma variação, no caso uma variação de [image: image128.png]


, que é, conforme a seta apontando para [image: image130.png]


, praticamente 0 ou tendente a 0 (zero)[image: image132.png]


. Chama-se limite porque a ideia seria indicar o último número ou valor possível antes do zero ou maior que zero, se [image: image134.png]


 fosse dividido infinitamente. No mundo material, uma ideia análoga seria aquela formulada originalmente para se referir ao átomo, como sendo o menor elemento da matéria, uma partícula indivísivel. Outra forma de se pensar em limite seria a definição de “ponto” feita por Euclides. Segundo Euclides, “ponto é aquilo de que nada é parte” (apud Souza, 2018, p.12). Pensando de forma análoga, se se considerar limite como um número, ele seria aquele número do qual nenhum outro número é parte e, por isso, como dito acima, o último número possível antes do número indicado pela notação, no caso, zero.

Resolvendo a equação acima tem-se:
[image: image135.png]af _ - (fc+a9) —f(0)
A T AT,




Substituindo com a função do exemplo:
[image: image136.png]((zs(z +an-& +4Az)z) - (251 - ’;—2))

= lim e




Multiplicando 25 por [image: image138.png]


 e resolvendo o produto notável (quadrado da soma) [image: image140.png](x + Ax)*



:
[image: image141.png](o35 2500 - 222 ) (5, 2))
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Separando os elementos com o mesmo denominador [image: image143.png]


 e tirando os parênteses internos:
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Cancelando [image: image146.png]25x



 e e [image: image148.png]


 com [image: image150.png]X’
~25x+ =



:
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Separando cada membro do numerador sobre o denominador [image: image153.png]


:

[image: image154.png]



Como [image: image156.png]


, tem-se:

[image: image157.png]



Substituindo [image: image159.png]


 por [image: image161.png]


, a fração [image: image163.png]»| 2



 resulta 0, eliminando-se o último termo:
[image: image164.png]| &

“lo




Tem-se, então, que a derivada
, ou primeira derivada da função [image: image166.png]x
250 ——
Y



 é:
[image: image167.png]| &





Sabendo que a derivada indica a inclinação da curva do gráfico para qualquer intervalo no eixo [image: image169.png]


, basta igualar a derivada a 0 para obter o valor de [image: image171.png]


 que proporcionará [image: image173.png]Fx)



 com valor máximo (ou mínimo), uma vez que o [image: image175.png]


 indica a ausência de inclinação:

[image: image176.png]



Portanto, com [image: image178.png]


, o cercado terá uma área máxima de [image: image180.png]625m?



. Esse cercado terá uma forma de um retângulo com quatro lados iguais de [image: image182.png]25m



 cada, ou seja, será um quadrado.

Ainda de acordo com o método do cálculo diferencial, o mesmo procedimento para obter a primeira derivada é aplicado sobre ela própria para se chegar à segunda derivada. Ou seja, aplicando-se o método a [image: image184.png]


, chega-se à segunda derivada, indicada pela notação [image: image186.png]f(x)

2/4



, que, sendo negativa, indica que o ponto obtido na primeira derivada é um ponto de máximo. Por outro lado, quando o sinal da segunda derivada é positivo, isso indica que o vértice obtido com a primeira derivada é um ponto de mínimo (CORRÊA, 2016, p.33-34)
.

A observação do longo procedimento acima demonstrado para obtenção da primeira derivada, provavelmente após sua repetida realização com diferentes funções, possibilitou a percepção de que havia um padrão em todas as derivadas de polinômios. De acordo com esse padrão, o expoente da variável passa a ser um multiplicador dessa mesma variável e, ao mesmo tempo, esse expoente é subtraído de 1. Assim, por exemplo, a derivada de [image: image188.png]


 é [image: image190.png]2x2"1



 ou [image: image192.png]


; a de [image: image194.png]


 é [image: image196.png]3x2



, enfim, [image: image198.png]af

X =t



, para qualquer [image: image200.png]


 pertencente ao conjunto dos números reais.

A percepção desses padrões associada à utilização de um método elaborado por Leibniz para derivar funções mais complexas ajudou a pular alguns passos e a facilitar o procedimento acima. No caso, esse método de Leibniz se baseia na vulgarmente conhecida como “regra da cadeia”. Essa regra parte da ideia simples de que, se se multiplica um número ou função por determinado valor e se divide por esse mesmo valor, o resultado é o mesmo, uma vez que multiplicação e divisão são operações inversas. Assim, por exemplo, [image: image202.png]


.

Como a derivada de [image: image204.png]Fx)



 é uma fração, uma divisão ou uma razão entre a diferença ou variação de [image: image206.png]Fx)



, expressa como [image: image208.png]df



, em relação à variação de [image: image210.png]


, expressa como [image: image212.png]dx



, a questão é como ficaria a derivada [image: image214.png]


 caso [image: image216.png]Fx)



 fosse, por exemplo, [image: image218.png])= Bx+1)*



. É que nesse caso, em princípio, não bastaria simplesmente colocar o expoente como multiplicador e diminuir esse expoente de 1. Para usar a chamada “regra da cadeia”, pode-se substituir [image: image220.png]3x+1



 por uma determinada variável, como [image: image222.png]


, por exemplo. Assim, se [image: image224.png]3x +




, então [image: image226.png]Fx)



 passa a ser [image: image228.png]


, de modo que [image: image230.png]


. Por sua vez, sendo [image: image232.png]


igual a [image: image234.png]3x+1



, a derivada de [image: image236.png]


seria [image: image238.png]3+0



 ou simplesmente [image: image240.png]


ou seja, [image: image242.png]


. Se [image: image244.png]


, basta substituir [image: image246.png]


 por [image: image248.png]


 e [image: image250.png]


 por [image: image252.png]


, ficando [image: image254.png]af
a2t x3



. Como [image: image256.png]3x+1



, a derivada de [image: image258.png](3x+1)2



 seria [image: image260.png]2B3x+1)x 3



 ou [image: image262.png]18x+6



.

Colocadas essas premissas, pode-se iniciar a análise crítica desse método e verificar, a patir dele, se haveria outro modo de se chegar aos pontos de máximo e de mínimo das funções quadráticas.

3. Novo método para obtenção de pontos de máximo e de mínimo a partir de uma análise crítica do método do cálculo diferencial

3.1 O vértice é dual?

Analisar, do grego “ανάλυση” (análise), significa separar (BAILLY, 2000, p. 130; 1138). Crítica, também de origem grega, “κριτική” (critiqué), tem o sentido de julgar, pensar, de discernir e, por isso, encontrar os limites, os fundamentos. Com essas ideias, cabe lembrar que o cálculo diferencial, ou melhor, a derivada, como visto, indica a inclinação da curva gerada pela função original para qualquer variação de [image: image264.png]


. Como a derivada é representada por [image: image266.png]


, parece claro que há uma divisão, no caso, a divisão da diferença entre [image: image268.png]flx + Ax)



 e [image: image270.png]Fx)



 por [image: image272.png]


, com [image: image274.png]


 tendendo a zero, isto é, [image: image276.png]af _ . f+ax) - fe)
— = lim ———————



. Ora, se se trata de uma divisão e o ponto de máximo ou de mínimo, segundo visto acima, é dado quando se iguala a primeira derivada a zero, isso significa que o numerador dessa fração ou dividendo dessa divisão deve ser zero, isto é, [image: image278.png]flx + Ax) — F(x)



 deve ser igual a zero. Mas isso só ocorre rigorosamente quando [image: image280.png]flx + Ax)



 é igual a [image: image282.png]Fx)



. Assim sendo, isso significa que na verdade haveria dois pontos de máximo (ou de mínimo) e não um só. Dito de outro modo, a variação infinitesimal e desprezível no eixo [image: image284.png]


, representada por [image: image286.png]X+ Ax



, não poderia gerar um resultado [image: image288.png]flx + Ax)



 diferente do valor de [image: image290.png]Fx)



 para garantir que não haveria inclinação da curva nesse intervalo infinitesimal.

Um segundo aspecto a ser apontado diz respeito ao fato de a curva descrita por [image: image292.png]Fx)



, conforme ocorre a variação dos valores de [image: image294.png]


, representar um contínuo. Tratando-se [image: image296.png]


de uma entidade abstrata, a possibilidade de sua divisão infinita é dada pela mente. Da mesma forma, a finitude das possibilidades de divisão também é dada pela mente. Mas se é da mente que decorre tanto sua divisibilidade infinita como um limite para essa divisibilidade, será a mente que escolherá no caso concreto qual situação ocorrerá. Aquele ou aquilo que cria algo, pode destruí-lo. Em tese, assim, é possível dividir [image: image298.png]


 por um número qualquer e mesmo pelo [image: image300.png]


. Ocorre que, a partir do momento em que a mente fixa um determinado [image: image302.png]


, essa determinação rompe o contínuo, gerando, por consequência, como efeito dessa causa, um [image: image304.png]Fx)



 que também é determinado. Assim, essa continuidade ou não se torna algo arbitrário, em tese. Apesar dessa dificuldade teórica, na prática, isto é, no mundo real fenomênico, é possível determinar qual a grandeza do divisor que será suficiente para trazer a precisão desejada.

Um terceiro ponto diz respeito ao fato de [image: image306.png]


 ser considerado num primeiro momento e depois descartado. De fato, é curioso algo ser igual a zero e não ser zero conforme a conveniência da manobra algébrica.

Esses problemas não são nenhuma novidade, e já teriam sido apontados desde a invenção do cálculo. A mais famosa crítica, principalmente a esse terceiro aspecto demonstrado, foi feita por George Berkeley e levou séculos para ser digerida (D’Ottaviano & Bertato, 2015, p. 33-73).

De todo modo, tendo ficado demonstrado que o cálculo diferencial parte do pressuposto de que há dois pontos de mesma significância ou mesmo valor, seja no máximo seja no mínimo, seja no topo da parábola, seja no fundo de seu vale, em suma, no vértice da parábola descrita no gráfico da função, em princípio não seria necessário cálcular a inclinação da curva para obtenção desses pontos extremos.

Com efeito, partindo desses pressupostos do cálculo diferencial, [image: image308.png]Fx)



 somente será igual a [image: image310.png]flx + Ax),



 em princípio, quando se estiver diante um ponto extremo no eixo das coordenadas, seja de máximo ou de mínimo.

Aplicando esse raciocínio e tomando como exemplo uma função simples do segundo grau como [image: image312.png]) = x2



, ter-se-ia que seu vértice seria dado por:

[image: image313.png]Jim fx +Ax) = f(x)




Substituindo pela função dada no exemplo, tem-se:

[image: image314.png]lim (x + Ax)*





Resolvendo o quadrado da soma, tem-se:

[image: image315.png]Jim x* +2xAx + Ax® =




Cancelando [image: image317.png]


 dos dois lados da igualdade, tem-se:

[image: image318.png]lim 2xAx + Ax* =0
Am .




Sabe-se que dividindo ambos os lados pelo mesmo valor, a equação não se altera. Por isso, será feita uma divisão por [image: image320.png]


:

[image: image321.png]



Resolvendo as divisões:

[image: image322.png]



Igualando [image: image324.png]


 a zero
:

[image: image325.png]o
2x+0=0=2x=0=x=




Finalmente, percebe-se que [image: image327.png]


 é a primeira derivada de [image: image329.png]


 e, com esse método, já se termina com a derivada igualada a zero, ou seja, [image: image331.png]


. Essa equação já indica qual valor de [image: image333.png]


 ensejará o valor do vértice de [image: image335.png]FCx).



 Como [image: image337.png]) = x2



 tem-se que [image: image339.png]f(0) = 0%



, isto é, [image: image341.png]flo)=0



. Assim, o vértice de [image: image343.png]


 é [image: image345.png]


, como já demonstrado acima na Figura 2.
De acordo com o gráfico da Figura 2, [image: image347.png]


 faz [image: image349.png]Fx)



 resultar zero, que seria o ponto de mínimo da função.

Como se viu, por um método alternativo, chegou-se ao mesmo resultado obtido com o uso do método do cálculo diferencial. Esse método parece indicar que, de fato, haveria dois pontos da curva iguais no vértice, o que é intrigante.

Mas seria apenas isso o suposto novo método? Não. Ainda há mais uma forma de se encontrar o vértice.

3.2. O valor que antecede o vértice é igual ao valor que o sucede
Partindo do método do cálculo diferencial, considerou-se que no ponto extremo da parábola, seja de máximo ou de mínimo de uma dada função de [image: image351.png]


, haveria dois pontos [image: image353.png]Fx)



 e [image: image355.png]Jim f(x + Ax)



 gerados respectivamente por [image: image357.png]


 e [image: image359.png]lim x4 Ax
Am



. Isso porque, como foi visto, para que a derivada [image: image361.png]


 resulte zero, é necessário que [image: image363.png]df



 seja zero, o que só ocorre se [image: image365.png]Fx)



 e [image: image367.png]Jim f(x + Ax)



 forem iguais.

Assim, foi tida como premissa a consideração de que [image: image369.png]


 seria igual a zero por conta de haver um [image: image371.png]Fx)



 seguido de um valor idêntico em [image: image373.png]flx + Ax)



 com [image: image375.png]


tendendo a zero, ou seja, [image: image377.png]Jim f(x + Ax)



. Mas se [image: image379.png]


 é tão desprezível assim, haveria diferença entre [image: image381.png]lim—(Ax —» 0) f(x + Ax



) e [image: image383.png]lim f(x + Ax + Ax)



? Ou melhor, se se tomar por premissa ou hipótese que haveria um único ponto no vértice, que resulta de [image: image385.png]Fx)



 e se [image: image387.png]


 tende a zero e representa uma variação infinitesimal em [image: image389.png]


, é possível que [image: image391.png]Jim f(x — 4x)



 seja igual a [image: image393.png]f lim (x +4x)



. Isso porque, em se tratando de uma continuidade, não se cogita que o último ponto antes do vértice esteja mais afastado desse vértice do que o primeiro ponto após esse mesmo vértice, não pelo menos no limite
.

Então, em vez de se calcular [image: image395.png]f0) = lim fQx+ 4x)



, como parece ocorrer no médoto do cálculo diferencial e foi demonstrado acima, o estudo analisará agora a seguinte igualdade [image: image397.png]lim f(x—4x) = lim fCc+ 4x)



 para [image: image399.png])





[image: image400.png]Jlim f(x + 4x)




Substituindo pela função [image: image402.png]



[image: image403.png]lim (x — 4x)% = li )2
lim (x —4x)* = lim (x + Ax)




Aplicando a potência:

[image: image404.png]lim x* — 2xAx + Ax® = lim x? + 2xAx + Ax*?
Jim m




Anulando-se os termos que são idênticos dos dois lados da igualdade, tem-se:

[image: image405.png]— 2xAx = lim—(Ax - 0) + 2xAx X




Dividindo-se ambos os lados da igualdade por [image: image407.png]Ax



, tem-se:

[image: image408.png]— 2xAxfAx

lim—(Ax — 0) + 2xAx/Ax 1




Como [image: image410.png]Ax



 dividido por ele próprio resulta 1, tem-se:

[image: image411.png]



Isolando [image: image413.png]


 em um lado da igualdade, tem-se:

[image: image414.png]0=+2x+2x




Finalmente, chega-se a:

[image: image415.png]



Verifica-se, curiosamente, que o valor de [image: image417.png]


 para um [image: image419.png]Fx)



 mínimo continua sendo zero, que é o mesmo resultado obtido com uso do cálculo diferencial. Porém, enquanto no cálculo diferencial a equação que indica o vértice é [image: image421.png]


, aqui se chegou a [image: image423.png]4x



.

Mas essa forma de pensar também funcionaria em outras equações polinomiais do segundo grau? Será realizado um teste com o exemplo acima do cercado a ser feito com a tela de [image: image425.png]100m



:

[image: image426.png]lim [f(x —]Ax) = lim f(x+Ax)




Substituindo com a função do exemplo:
[image: image427.png]



Fazendo a multiplicação distributiva de 25 pelos termos entre parênteses e aplicando a potência tem-se:
[image: image428.png]— 2xAx + Ax?
Jim, 25% 2580 (L2

2 4 2xAx + Ax?
lim 251+25m7($)
Jim

F)




Separando os termos do numerador da fração dos dois lados da igualdade tem-se:
[image: image429.png]x2

‘h:'251725m7(

" x? 2xAx | Ax®
l.\mZSx{ZSAxf(T{»Ti»T)





Retirando os parênteses e aplicando a regra de sinais tem-se:
[image: image430.png]i x* 2xAx  Ax? x*
lim 25x — 25Av ———+ -~ = lim 25x + 25Ax — -~ — —





Anulando-se os elementos que são idênticos dos dois lados da igualdade, tem-se:
[image: image431.png]K — 25Ax + 2xAx/4 = lim—(Ax — 0) + 25Ax — 2xAx/41




Dividindo-se ambos os lados da igualdade por [image: image433.png]


 tem-se:
[image: image434.png]lim—(Ax — 0)#! [ — 25Ax/Ax + 2xAx/(4.Ax)

lim—(Ax — 0) + 25Ax/Ax — 2xAx/(4.Ax)1





Cancelando-se [image: image436.png]


, uma vez que dividido por si próprio resulta 1, tem-se:

[image: image437.png]lim 251425 x 1= 4 lim 25x1-22x1
plm - ry Am ry




Com isso, nesse exemplo específico, foi possível eliminar [image: image439.png]


 sem necessidade de desprezá-lo. Resolve-se, assim, o velho questionamento dessa disparidade de tratamento do [image: image441.png]


, cujo valor ora se considera e ora se desconsidera, pelo menos nesse exemplo. De todo modo, estando excluído [image: image443.png]


 na equação, deixa de ser necessária a notação de limite a partir daí, ficando então:

[image: image444.png]= 2x
25+ =+25-




Isolando-se [image: image446.png]


 em um lado da igualdade e os demais elementos do outro lado, tem-se:

[image: image447.png]2x
425425




Resolvendo as somas:

[image: image448.png]A
+o = +50




Resolvendo a fração, tem-se:

[image: image449.png]



Enfim, chega-se ao mesmo valor de [image: image451.png]


 alcançado com o uso do método do cálculo diferencial que faz [image: image453.png]Fx)



 alcançar seu ponto de máximo.

Pelo método do cálculo diferencial, foi visto que a segunda derivada determina se o vértice obtido é um ponto de máximo ou de mínimo. Vejamos então um método alternativo também para essa determinação.

3.3. Uma alternativa para verificar se o vértice é de máximo ou de mínimo

Uma vez que é encontrado um valor de [image: image455.png]


 que faz [image: image457.png]Fx)



 chegar a seu valor máximo ou mínimo, basta comparar esse valor com o valor imediatamente posterior e/ou anterior para que se confirme se [image: image459.png]Fx)



 é um ponto de máximo ou de mínimo.

Em notação seria:

[image: image460.png]fG) <?> lim fCc+ Ax)




O símbolo <?> indica uma indefinição sobre qual dos dois lados da inequação seria o maior ou o menor. Enfim, basta resolver dos dois lados de <?> e comparar os resultados para saber qual será maior e qual será menor.

Tomando o exemplo do cercado, em que se obteve [image: image462.png]


 = 50, procede-se com a comparação de [image: image464.png]Fx)



 com[image: image466.png]Jim f(x + Ax)



:

[image: image467.png]f0) <?> lim fCc+ Ax)




Introduzindo a função:

[image: image468.png]25&)—Ty<?>nli_mm15&+ ax)




Substituindo [image: image470.png]


 pelo valor do vértice encontrado, ou seja, 50:

[image: image471.png](50 + Ax)?

25 x 50 —

<?> lim 25(50 +Ax) —
Y Aim .




Resolvendo as operações, tem-se:

[image: image472.png]N 2500 100Ax Ax*
1250 - 625 <?> lim 1250 + 25Ax — | ——+ ——+——

2 T2 T2




Resolvendo as operações, tem-se:

[image: image473.png]Ax?
625 <?> lim 1250 + 25Ax — 625 — 25Ax — ——
- Y




Resolvendo as operações, tem-se:

[image: image474.png]Ax?
625 <?> lim 625 ——
m Y




Simplificando a fração, com radiciação, tem-se:

[image: image475.png]Ax
625 > lim 625——
m >




Embora [image: image477.png]


 possa até ser desprezível, é fato que, uma vez que seja subtraído de 625, esse montante desprezível tornará 625 menor do que 625, pois um valor que tende a zero não é zero, ou seja, é maior do que zero.

O processo será repetido comparando [image: image479.png])



com o valor imediatamente anterior, isto é, com [image: image481.png]Jim f(x —Ax)



:

[image: image482.png]lim f(x —Ax) <7> f(x)




Introduzindo a função:

[image: image483.png]



Substituindo [image: image485.png]


 pelo valor do vértice encontrado, ou seja, 50:

[image: image486.png](50— Ax)?

lim 25(50 — Ax) — <2>25x50- 22
Am . vy




Resolvendo as operações, tem-se:

[image: image487.png]N 2500 100Ax Ax*
lim 1250 - 25Ax — ( = —————+=— ] <?> 1250 - 625
g 2 2 2




Resolvendo as operações, tem-se:

[image: image488.png]Ax?
lim 1250 - 25Ax — 625 + 25Ax — —— <7> 625
sm Y




Resolvendo as operações, tem-se:

[image: image489.png]Ax?
lim 625 - —— <?> 625
sim Y




Aplicando a radiciação no numerador e no denominador de [image: image491.png]


, tem-se:

[image: image492.png]Ax
lim 625 ——- <?> 625
sim >




Daí, se conclui que:

[image: image493.png]Ax
lim 625 —=- < 625
sim >




Isso porque, após a realização da subtração, o lado esquerdo da inequação ficará menor do que o lado direito, por mais desprezível que possa ser [image: image495.png]


.

Desse modo, tem-se finalmente que 625 é efetivamente ponto de máximo, pois:

[image: image496.png]Ax Ax
lim 625 ——- < 625 > lim 625+ —
sim > m >




3.4. Há um padrão para simplificar o método de obtenção do vértice, assim como no cálculo diferencial?

O método aqui exposto, seja para encontrar o ponto do vértice, seja para confirmar se seria um ponto de máximo ou de mínimo, resolve o problema presente no método do cálculo diferencial que parece indicar a existência de dois pontos no vértice.

Um problema notado no método alternativo aqui explorado está no fato de ser muito mais trabalhoso do que o método do cálculo diferencial. Contudo, essa dificuldade resulta da comparação do método já refinado e aprimorado do cálculo diferencial. Se a comparação for feita com a definição de derivada, será verificado que o trabalho seria praticamente o mesmo.

A partir dessa constatação, seria possível haver um padrão para tornar o método aqui explorado mais simples?

Para [image: image498.png]


, esse último método proposto, que iguala os pontos de ambos os lados do vértice, encontrou [image: image500.png]


 para indicar o vértice. Como ficaria com [image: image502.png]


?

[image: image503.png]Jlim f(x + 4x)




Substituindo pela função [image: image505.png]



[image: image506.png]lim (x — 4x)3 = li )2
lim (x —4x)® = lim (x + Ax)’




Aplicando a potência:

[image: image507.png]lim x® — 3x%Ax — 3xAx? — Ax® = lim x® + 3x74x + 3x4x? + Ax?
Jim m




Anulando-se os termos que são idênticos dos dois lados da igualdade, tem-se:

[image: image508.png][ —3x"T2Ax — 3xAx"2 - Ax"3 = lim+(Ax - 0) + 3xT2 Ax + 3xAx"2 + Ax"3 1




Dividindo-se ambos os lados da igualdade por [image: image510.png]Ax



, tem-se:

[image: image511.png](—3x72 Ax — 3xAx"2 — Ax"3)/Ax = lim+(Ax - 0) + (+$3x"2 Ax + 3xAx"2 + Ax"3)/Ax




Resultando:

[image: image512.png]K —3x"2 — 3xAx — Ax"2 = lim—(Ax — 0) + 3x"2 + 3xAx + Ax"2 1]





Isolando [image: image514.png]


 em um lado da igualdade, tem-se:

[image: image515.png]0 = lim—(Ax — 0) + 6x'2 + 6xAx + 24x2




Igualando-se [image: image517.png]Ax



 a zero:

[image: image518.png]0=+6x2+0+0




Como se vê, no método do cálculo diferencial a derivada de [image: image520.png]


 é [image: image522.png]


 e de [image: image524.png]


 é [image: image526.png]3x2



, e, de modo genérico, [image: image528.png]af

X =t



. Já no método aqui apresentado, para [image: image530.png]


 seria obtida a equação [image: image532.png]


, para [image: image534.png]


 a equação [image: image536.png]


, e, de modo genérico, para [image: image538.png]x"seria obtido = 2n.x™ 1



, ou seja, parece haver um padrão indicando o dobro do coeficiente da derivada e, portanto, indicando a possibilidade de se obter uma simplificação desse método. Mas a obtenção precisa desse padrão e de seu âmbito de validade também demandaria ulteriores estudos não comportados nos limites deste artigo.

Considerações finais

Verificou-se no estudo realizado que, com o método do cálculo diferencial, o ponto de máximo ou de mínimo de um gráfico seria aparentemente dual, uma vez que ao igualar a primeira derivada a zero, isso significa que [image: image540.png]


, o que só é possível se [image: image542.png]df



 for igual a zero e, portanto, se [image: image544.png]Fx)



 for igual a [image: image546.png]Jim f(x + Ax)



. Isso foi comprovado quando se impôs a igualdade em [image: image548.png]Jim f(x+Ax) = f(x)



 e se obteve os mesmos resultados.

Também se constatou que a curva descrita por uma função, apesar de ser contínua, tem essa continuidade rompida a partir do momento em que se delimita o valor da variável independente. Com efeito, ao apontar um valor para [image: image550.png]


, isso faz com que [image: image552.png]


 tenha um valor determinado, o que acarreta uma determinação em [image: image554.png]Fx)



.

Um último aspecto ressaltado diz respeito ao fato de a variação infinitesimal de [image: image556.png]


 ([image: image558.png]lim—(Ax - 0)



) ser considerada em um primeiro momento como algo diferente de zero para depois ser igualado a zero e simplesmente desprezado.

Apesar desses pontos críticos do método do cálculo diferencial, ele se mostra eficaz na obtenção dos resultados pretendidos de otimização.

Com base nele, foi possível obter dois métodos alternativos para encontrar o vértice da parábola. O primeiro é a imposição da igualdade [image: image560.png]lim fQx+Ax)



.

No segundo método, em vez de se calcular [image: image562.png]


 com [image: image564.png]lim—(Ax - 0)



 e igualar essa razão a zero, considerou-se por hipótese que [image: image566.png]Jim f(x—Ax)= lim f(x+Ax)



, na medida em que, em uma parábola, em princípio, o ponto que antecede o vértice teria o mesmo valor que o ponto que se segue imediatamente após o vértice. Esse método também trouxe resultados adequados para o fim a que se pretendia, ou seja, de encontrar o vértice. Curiosamente, no passo algébrico anterior à obtenção do valor de [image: image568.png]


 que corresponderia ao vértice da parábola, obteve-se uma equação que apresenta o coeficiente da variável com valor equivalente ao dobro do coeficiente presente na primeira derivada. Assim, enquanto para x² o cálculo diferencial diz que o vértice está em [image: image570.png]


, o método aqui estudado apontou para [image: image572.png]


, isto é, o coeficiente [image: image574.png]


 é o dobro do coeficiente [image: image576.png]


.

Além desse método para encontrar o vértice da parábola, também foi demonstrada uma maneira alternativa para verificação se o vértice indicaria um ponto de máximo ou de mínimo. Ela consiste em comparar o valor do vértice com o valor de imediatamente após e antes dele, isto é, com o valor de [image: image578.png]Jim f(x — Ax)



 e com o valor de [image: image580.png]Jim f(x + Ax).




Espera-se que as questões aqui postas e os métodos aqui apresentados estimulem seu estudo para outras aplicações, seja funções polinomiais de outros graus, seja de outros tipos, como a função senoidal, a cosseinodal, a exponencial e a logarítimica.

Se o método aqui demonstrado tem alguma utilidade ou se está correto, é algo que fica em aberto para futuras pesquisas.
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� O gráfico cartesiano é atribuído a René Descartes, introduzido no anexo La Geometrie de seu Discours de la Méthode pour bien conduire as raison à chercer la verité das les sciences. Disponível em: �HYPERLINK "https://bit.ly/2LFWo5A"�https://bit.ly/2LFWo5A�


� Problema adaptado de Ricieri (2019).


� Tomando como exemplo a equação 2x²+4x+8=0, a fórmula de Bhaskara permite identificar as raízes da equação, isto é, os valores de x que fazem essa equação ficar igual a 0. A fórmula é representada por: ( -b±√(b^2  -4*a*c))/(2*a).	Essa fórmula trabalha apenas com os coeficientes da equação, isto é, com os números que acompanham a variável. Em 2x²+4x+8=0, “a” corresponderia a 2, “b” corresponderia a 4 e “c” corresponderia a 8. A partir da referida fórmula, o ponto de vértice da parábola que aparece no gráfico, seja de máximo ou de mínimo, é dado pelas coordenadas obtidas com (-b)/2a para o eixo x do gráfico e com (-∆)/4a para o eixo y.


� Cuja descoberta é atribuída a Isaac Newton e a Leibniz (Ricieri, 2019).


� A notação df/dx é atribuída a Gottfried Wilhelm Leibniz e consta do manuscrito Der Briefwechsel Von Leibniz Mit Mathematikern datado de 29 de outubro de 1675 (apud RICIERI, 2019).


� O nome derivada vem do latim “de rivus”, que literalmente significaria “do riacho” ou “aquilo que flui”. A ideia de fluidez é aplicada pelos ingleses, que usam o termo “fluxion”. De fato, conforme os valores de � QUOTE � ��� se alteram ou fluem, os resultados de � QUOTE � ��� também fluem. Luis Antoine Arbogaste usa o termo francês “dérivée” em seu De Calcul des Dérivations. A primeira derivada também é normalmente indicada com outras duas notações, sendo a primeira � QUOTE � ���, atribuída a Lagrange, e a segunda � QUOTE � ���, atribuída a Newton (Ricieri, 2019).


� A notação f’(x) indica primeira derivada e a notação f”(x) indica segunda derivada.


� Da mesma forma que se procedeu no modelo de funcionamento do cálculo diferencial. O resultado mais preciso da equação seria, de fato, � QUOTE � ���. Se se considera � QUOTE � ��� como um ponto indivisível da reta numérica, haverá para cada ponto dessa reta um ponto indivisível próprio, inclusive o próprio zero. Se se considera, assim, � QUOTE � ��� como sendo o zero e este zero como sendo simplesmente um ponto dessa reta, a variação de � QUOTE � ��� indica o ponto seguinte dessa reta, que agora teria dois pontos determinados. Ao se dividir por 2, faz-se retornar ao ponto anterior, que é zero. Mas esse raciocínio precisaria ser melhor desenvolvido e não é comportado pelos limites do artigo.


� Embora, de certa forma, seja paradoxal falar em ponto no contínuo, mas não se aprofundará nessa questão aqui. 
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